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Abstract
The paper is focused on change of eigenfrequencies of a slender cantilever beam which is loaded in
compression. Two ways were used for loading the beam. compressive force and displacement of beam endpoint.

1 UVOD
Clanek je zaméfen na vyvoj vlastnich frekvenci §tihlého konzolového prutu vlivem zatizeni ve vzpéru. Zatizeni
na konci konzoly je realizovano dvéma zpUsoby: silou a vnucenym posunutim. Motivaci bylo porovnani
s publikovanymi vysledky ziskanymi experimentem vcetné souvisejicich tezi [6] a prizkum postkritické oblasti.
Stihly, pruzny a dokonale piimy prut miize vlivem tlakové sily, pisobici ve sméru jeho nepietvotené
osy, ztratit stabilitu pfi dosazeni kritického bodu, jenz je pro zatézujici silu dan zndmym vyrazem:
F = 72'2 El (1)
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kde F., je kriticka velikost zatézujici sily, £7 je ohybova tuhost prifezu a L., je tzv. kriticka délka prutu, pfi¢emz
pro konzolovy nosnik je kritickou délkou dvojnasobek délky nosniku L, tedy plati L= 2L.
Je-li prut dokonale pfimy a ma-li normalovou tuhost EA4, pak je kritické sily dosazeno koncovym
posunutim prutu o hodnotu u,,, pro kterou plati:
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kde i je polomér setrvacnosti prufezu, 4 je plocha prufezu a / je moment setrva¢nosti. Postkritickou velikost
posunuti koncového bodu u 1ze pro ptimy a §tihly prut analyticky ziskat, diky RZanicinovu feseni [7] ve tvaru:
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kde 6, je koncové pootoceni nosniku, které zde slouzi jako parametr iterativniho feSeni. Tento parametr je tfeba
iterativné nalézt prave takovy, aby velikost sily F, byla rovna velikosti zatézujici sily F.
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Dodejme, ze vyraz (3) je ve smyslu superpozice stlateni prutu a jeho vyboceni pfiblizny, jelikoz pii velkém
vyboceni neni cely prut stejnomérné normalove namahan (obecné je ¢ast stiednice prutu tlacena a ¢ast tazena).

K uvedenému RZzanicinovu feseni, které je doposud odborné vefejnosti malo znamé, dopliime vyraz pro
vypocet vyboceni volného konce prutu w [7]:

w=1L, . “
" K(x)

Prvni vlastni frekvenci nezatizeného konzolového prutu konstantniho prifezu f, mizeme odhadnout vyrazem,
jenz zanedbava vliv smykového pietvoreni a rotacni setrvacnosti [1]:
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kde m je hmotnost prutu.

2 MODEL

Nosnik je modelovan pomoci fyzikalni diskretizace, jejiz implementace je volné dostupna ve formé aplikace
FyDiK2D [2] a stejnojmenné Java knihovny s otevienym zdrojovym kodem pod licenci GNU GPL [3].
Podrobny popis diskretizaéni metody lze nalézt v [4]. Takto vytvofeny numericky model je schopny vyftesit
danou ulohu pln€ nelinearné (zde se jedna predev§im o geometrickou nelinearitu), v ramci dané diskretizace.
Fyzikalni vlastnosti modelu prutu jsou nasledujici: délka vylozeni prutu L = 1.9 metru, modul pruznosti
materialu £ = 10 GPa, objemova hmotnost 1000 kg/m’, plocha prifezu 4 = 10° m* (hmotnost prutu 0.019 kg),
moment setrvaénosti prifezu prutu 7=2-10" m*. Tlumeni je voleno riizné takové, aby vyznamné neovliviiovalo
pozadované vysledky. Optimalné velké tlumeni pro hledani statickych stavii, optimalné malé pro frekvencni
analyzu. Prut je rozdélen na 19 dilkl, dvacaty dilek slouzi jako vetknuti, pfi¢emz prodluzuje prut na délku dva

metry, viz obr. 1.
IM

Obr. 1. Model vyboceného prutu zatizeného vnucenym posunutim volného konce vcetné
realizace vetknuti pomoci jednoho dilku

Pro ucely vypoctu vlastnich frekvenci je model zatizen pocate¢nimi podminkami, které vedou k jeho rozkmiténi.
Doba simulace a zaroven perioda rychlé Fourierovy transformace se pfizptisobuje feSenému problému tak, aby

v

3 VYSLEDKY VYPOCTU

Nejprve porovnejme vlastnosti numerického modelu a teoretického prutu. Prut ma kritickou silu, dle vyrazu (1),
F, =136.6981 N a prvni vlastni frekvenci pfi volném kmitani, podle vyrazu (6), fo = 21.920 Hz. VySe popsany
numericky model s 19 respektive 20 dilci ma kritickou silu pfiblizné F,..= 136.8075 + 0.0005 N a prvni vlastni
frekvenci pfi volném kmitani f; = 21.871 = 0.005 Hz. Rozdily ¢ini 0.08% v kritické sile a 0.2% v nalezené prvni
vlastni frekvenci.

Dalsi porovnani teoretického feSeni idedlniho prutu s numerickym, ktery byl ziskan dynamickou
simulaci, vidime na obr. 2. Simulace byla provedena nezavisle ze dvou smérti. Od nulové sily po kritickou a od
sily 200 N (= 1.46 F,,) zpét, rovnéz po jeji kritickou hodnotu. Zobrazeny jsou funkce postkritickych hodnot
obou posunil volného konce konzoly. V té€chto rozsazich jsou rozdily mezi feSenimi prakticky nerozeznatelné.
Pro posouzeni velikosti odchylek slouzi graf na obr. 3. Zde jsou zobrazeny absolutni odchylky mezi teoretickym
a numerickym feSenim. Pfipomenime, ze numerické feSeni bylo ziskano dynamickou simulaci, coz je patrné
zejména na vykmitu zcela vpravo, ktery je zptisoben spusténim zatézovani posunutim. Dalsi velky vykmit se
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tykéd dosazeni kritické sily, kde je systém nestabilni a jeho ustalovani by trvalo neunosné dlouho. Je zde jasn¢
vidét typicky problém pti dosazeni bifurka¢niho bodu.
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Obr. 2. Pribéh posunti volného konce pfi vyboceni idealniho prutu (zobrazeny jsou hodnoty
vyboceni pouze na jednu stranu)
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Obr. 3. Odchylky feseni posuntl volného konce ziskané dynamickym vypoctem a vypoctem
dle vyrazu (3) pro ideélni prut

Z grafu odchylek na obr. 3 je patrné jak presné numericky model s 19 dilci vystihuje teoretické feSeni (3).
Poznamenejme, ze grafy jsou transformovany do bezrozmérnych tvart, pficemz touto transformaci mizi vyse
uvedeny rozdil mezi kritickymi silami.

Na obr. 4 je vidét dalsi porovnani, tentokrat vysledkti numerickych feSeni vyboceni w pro idealni
a imperfektovany prut. Imperfekce je zde zvolena geometricka ve tvaru kruZnice s polomérem 1 km
s odpovidajicim koncovym pfi¢nym posunutim wy = 0.0019 m (polomér vztazen k délce 2 m). Imperfektovany
prut se chova typicky jako systém se superkritickou vidlickovou bifurkaci, ktery je postizen ztratou symetrie,
pojednano podrobngéji v [5].
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Obr. 4. Pribéh vyboceni volného konce pro idealni a imperfektovany prut (zobrazeny jsou hodnoty
vyboceni pouze na stranu imperfekce)

Dale zobrazené grafy a bitmapy zndzoriuji vysledky frekvencni analyzy kmitani zatizeného nosniku pomoci
rychlé Fourierovy transformace. Jsou zde celkem Ctyfi varianty. Jedna se o kombinaci idealniho (obr. 5, 7)
a imperfektovaného prutu (obr. 6,8 s imperfekci kvantifikovanou vyse) se zatéZzovanim silou (obr. 5, 6)
a vnucenym posunem koncového bodu (obr. 7, 8). Bitmapy v monochromatické stupnici (zvyraznéné gama
korekei) zobrazuji vysledna amplitudova spektra pro riizné urovné velikosti sily F, respektive velikosti statické
reakce v pfipad¢ vnucené¢ho posunu. Velikost amplitudy je v tomto pfipadé zndzornéna odstinem $ed¢, tj. ¢im
tmavéjsi barva, tim vyssi amplituda. Grafy vlevo od bitmap zvyraznuji prub&hy prvni vlastni frekvence.

Jediné imperfektovany prut zatéZovany posunutim (obr. 8) vykazuje v prekritické oblasti pomérné
ptekvapivy vyvoj, ktery byl prezentovan i v ¢lanku [6]. Jednd se o strmy narust prvni vlastni frekvence pied
dosazenim kritické sily idealniho prutu. Minimum vlastni frekvence zde zfejmé nebude vhodnym ukazatelem
kritické sily idealniho prutu (odpovida sile pfiblizné F'=120.4 = 0.2 N).
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Obr. 5. Vysledek frekvenéni analyzy idealniho prutu zatéZzovaného silou (vlevo prubéh prvni
vlastni frekvence, vpravo amplitudové spektrum)
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Obr. 6. Vysledek frekvenéni analyzy imperfektovaného prutu zatézovaného silou (vlevo prubéh
prvni vlastni frekvence, vpravo amplitudové spektrum)
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Obr. 7. Vysledek frekvenéni analyzy idealniho prutu zatézovaného vnucenym posunutim (vlevo
pribéh prvni vlastni frekvence, vpravo amplitudové spektrum)

Z postkritickych pribéhd u zatézovani posunutim (obr. 7 a 8) lze vyvozovat, ze zamezeni posunuti volného
konce ulohu podstatné méni, coz se zfejme projevilo na vyse zminéném piekvapivém vyvoji vlastni frekvence
u imperfektovaného prutu v prekritické oblasti.

Poznamenejme, ze postkritické kmitani prutu zatéZzovaného silou je ve smyslu frekvencni analyzy
znaéné zavislé na pouzitych pocate¢nich podminkach, jelikoz prut kmita ve velkych deformacich (kmity jsou
periodické, ale nikoliv harmonické). Tento fakt ma nutné za nasledek komplikovany vysledek Fourierovy
transformace, viz obr. 5 a 6. Déle je nutné dodat, ze prut ve velkych deformacich i pii malém tlumeni méni svoji
frekvenci s klesajicim rozkmitem, coZ se projevuje na ,,rozmazani“ amplitudového spektra (rovnéz patrné na
obr. 5 a 6).
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Obr. 8. Vysledek frekvenc¢ni analyzy imperfektovaného prutu zatézovaného vnucenym posunutim
(vlevo pribéh prvni vlastni frekvence, vpravo amplitudové spektrum)

4 ZAVER

Clanek se vénoval numerickému feeni prvni vlastni frekvence konzolového nosniku zatizeného vzpérmou silou
nebo odpovidajicim posunutim koncového bodu. K vypoctu frekvence bylo pouzito rychlé Fourierovy
transformace.

Ukazalo se, ze zatézovani vnucenym posunutim koncového bodu tlohu zasadné meéni i v prekritické
oblasti v pfipadg, Ze je prut imperfektovany. Zaroven vnucené posunuti vyrazné zvysuje prvni vlastni frekvenci
v postkritické oblasti. Konkrétné zhruba na trojnasobek vlastni frekvence volné kmitajiciho nezatizeného prutu.

Teze uvedené v Clanku [6] lze povazovat za Castetné podlozené v ramci teorie malych deformaci.
Z provedenych simulaci je zfejmé, Ze zZadna z méfenych veli¢in nevykazuje neomezeny rust, ackoliv k tomu
v lokalnim smyslu teorie malych deformaci dochézi. Jinak feceno: zanedbani vyrazné geometrické nelinearity
vlivem velkych deformaci u toho systému vede k vysledkiim dosahujicim nekoneénych hodnot (v piipadé
vyboceni prutu a prvni vlastni frekvence).

PODEKOVANI

Clanek byl vytvoren v ramci projektu GA CR 103/08/0275 a vyzkumného centra MSMT 1M0579 CIDEAS.

LITERATURA

[1] Brepta, R. - Pust, L. - Turek, F.: Mechanické kmitani, Technicky privodce 71, nakladatelstvi Sobotales,
Praha, 1994.

[2] Frantik, P.: FyDiK2D Application: http:/kitnarf.cz/fydik, 2007.
[3] Frantik, P.: FyDiK2D Package: http://kitnarf.cz/java/, GNU GPL licence, 2009.

[4] Frantik, P.: Diskrétni model FyDiK2D, sbornik mezinarodni konference Modelovani v mechanice 2009,
VSB-TU Ostrava, Ceska republika, 2009.

[5] Frantik, P. - Macur, J.: Kriticka sila imperfektovanych systém, sbornik konference Modelovani a méfeni
nelinearnich jevll v mechanice, Nectiny, Ceska republika, 2006.

[6] Nagyova, M. - Ravinger, J.: Prit namahany tlakom — experiment, sbornik mezinarodni konference
Modelovani v mechanice 2010, VSB-TU Ostrava, Ceska republika, 2010.

[71 Rzanicin, A., R.: UstojCivost' ravnovesija uprugich sistem, Gosudarstvennoje izdatel'stvo techniko-
teoretieskoj literatury, Moskva 1955.



