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DISKRETNI MODEL FYDIK2D
DISCRETE MODEL FYDIK2D

Petr Frantik’

Abstract

The paper is focused on detailed description of implementation of discrete dynamical
model based on the physical discretization used in the application FyDiK2D. This model
is capable to effectively calculate large deformations, chaotic behavior, fracture of
various materials and other demanding problems in engineering mechanics.

1 Uvod

Siln€ nelinearni problémy spjaté se strukturdlni nestabilitou systému (viz napt. [1]) patii
bezesporu k naroénym ulohdm. Jedna se zejména o vypocet velkych deformaci,
pretvafeni a lomu materidlu, simulace kontaktu ¢asti konstrukce, interakce s hmotou ¢i
tekutinami, apod. Ukazuje se, Ze tyto problémy lze efektivnéji fesit pomoci simulaci
nelinedrnich dynamickych systémi, které se s modelovanou ulohou shoduji spise
kvalitativné. Tim se tento piistup vyrazné 1isi od klasickych metod zaméfenych na
kvantitativni vystiznost modelu.

Clanek se vénuje detailnimu popisu implementace diskrétniho dvourozmérného
modelu vzniklého fyzikélni diskretizaci, tj. ndhradou ,,spojitého* materialu diskrétnimi
objekty majicimi pouze nepiimy vztah k modelovanému problému. Aplikace modelu
je velmi rozmanitd. Byl Gspé$né¢ pouzit pro analyzu stability a velkych deformaci
prutovych konstrukei [2,3], pro studium deterministického chaosu dynamicky zatizené
konstrukce [4], plnéni membrany tekutinou [5], pro vypocet lomu kiehkych popf.
kvaziktehkych materidlt [6].

Tato implementace je vefejné k dispozici ve dvou podobach: volné Sifena Java
aplikace FyDiK2D s grafickym uzivatelskym rozhranim [7] a Java balik FyDiK2D [8]
vhodny pro integraci do vlastnich programd, Siteny pod licenci GNU GPL [9].

2 Zakladni objekty a funkéni jednotky modelu

Model vcetné objekti, ze kterych je slozen, byl vytvoren tak, aby o ném existoval jasny
a jednoduchy fyzikalni obraz. Tato koncepce vychdzi z ptedstavy, Ze je mozné tento
model v ur¢itém piiblizeni redlné vyrobit a ovéfit tak pfimo jeho vlastnosti ¢i chovani.
Teprve nasledné je o takovém modelu uvazovano jako o mozné fyzikélni diskretizaci
spojitého problému. Vyhodou tohoto pfistupu je zejména jednoduchost a prihlednost
vypoctu jeho stavu, ¢imz odpada nutnost pouziti slozit¢tho matematického, potazmo
programového, aparatu. V konecném duasledku tento pfistup vede k jednoduchému
a efektivnimu algoritmu, ktery lze dokonce — s vyhodou vzhledem k dnesnim trendiim —
snadno paralelizovat.

Na obr. 1 jsou vsouladu sjejich fyzikalni predstavou zndzornény dvé zakladni
funkéni jednotky: normdlova jednotka a ohybova jednotka, slozené ze tii zékladnich
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objekt modelu. Normdlové jednotka vznikla spojenim dvou hmotnych bodii pomoci
translacni pruziny. Ohybova jednotka vznikla spojenim dvou translacnich pruzin pomoci
rotacni pruziny. Lze fici, ze translaéni pruzina dovoluje vdzané normalové pretvoreni
celku a rotacni pruzina dovoluje vazané ohybové pietvoreni celku.

Yy ! Y'Yy | K\ YOy y 1
[l Y, @ L) Iy @ N\ ®
normalova jednotka ohybova jednotka

Obr. 1: Zakladni funkéni jednotky modelu

Kazdy ze tfi zékladnich objektii 1ze z hlediska implementace v jazyce Java chéapat jako
objekt i ve smyslu objektové orientovaného programovani [10], tj. ma své vlastnosti,
stav a rozhrani”.

2.1 Hmotny bod (tfida MassPoint)

Hmotny bod je kli€ovym objektem modelu. Je vybran jako jediny nositel hmotnosti
a jeho stav je urCen soufadnicemi x; a y; a slozkami rychlosti vy; a v,;,, Hmotny bod lze
chéapat rovnéz jako kloub, jelikoz zprostiedkovava kloubové spojeni translacnich pruzin
a navic tento termin vystihuje realnou predstavu.

Mnozina soufadnic a rychlosti kazdého hmotného bodu tvoii vétSinu stavovych
proménnych modelu. V disledku akumulace hmotnosti jsou body jedinymi piijemci
silovych interakci. Ostatni objekty slouZi, zna¢né zjednodusené feceno, pouze pro jejich
zaté¢Zovani.
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Obr. 2: Hmotny bod

Na obr.2 je zndzornén hmotny bod sindexem i vcetné pouzitého kartézského
soufadného systému a svych stavovych proménnych.

Kazdy hmotny bod ma ndasledujici atributy: hmotnost m;, pocatecni podminky
x/(0) = x0i, ¥{0) = yoi, vxi(0) = vx0i, v,i(0) = vy0i, okrajové podminky (napf. pfedepsana
hodnota stavovych proménnych) a funkci viskozniho utlumu. Funkce viskézniho tlumu
urcuje velikost tlumici sily F:

- - - - >
Fy==c;mv, (1 + ¢y v [+c5v,v), (1)
kde v; je vektor rychlosti hmotného bodu a ¢;, ¢2; a ¢3; jsou dané koeficienty.

Tlumici sila se ve vypoctu zavadi pomoci metody addbampingForces (), vypadajici
nasledovné:

protected void addDampingForces ()

{
rx-=c*mass*vx* (1l+c2*Math.abs (vx) +c3*vx*vx) ;
ry-=c*mass*vy* (1l+c2*Math.abs (vy) +c3*vy*vy) ;

? Pojmem rozhrani jsou oznaovany metody slouZici pro zjisténi a zménu stavu objektu.
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kde rx, ry jsou slozky vyslednice R; plsobici na hmotny bod a mass je hmotnost bodu
m;. Metoda Math.abs() pocita absolutni hodnotu C¢isla. Slozky rx,ry jsou na
pocatku kazdého kroku inicializovany pomoci metody initializeResultants():

protected void initializeResultants ()

{
rx=0;
ry=0;

Zatézovani hmotného bodu je implementovano pomoci metody addLoad (), ktera
zajist'uje scitani slozek sil piisobicich na hmotny bod:

public void addLoad (double fx,double fy)
{

rx+=£fx;
ryt=£fy;

kde £x, £y jsou sloZzky vektoru plisobici sily.
Uvedené metody doplituje vypocet zrychleni hmotného bodu. Provadi se zavérem po
stanoveni celkové vyslednice plisobicich sil metodou updateAcceleration():

protected void updateAcceleration()
{

ax=rx/mass;
ay=ry/mass;

kde ax, ay jsou slozky vektoru zrychleni hmotného bodu.

2.2 Translac¢ni pruzina (tfida TranslationalSpring)

Translacni pruzina zajist'uje spojeni dvou hmotnych bodt. Fyzikalni pfedstava translacni
pruziny je lehka neohebna teleskopicka tyC s vnitini pruzinou, viz obr. 3. Na hmotny bod
pisobi interakéni silou Fy;, jejiz velikost je dana zvolenou funkci a prodlouzenim
pruziny Al;. Smér sily je dan smérem translacni pruziny.
Transla¢ni pruzina ma nasledujici atributy: délku /;;, pocate¢ni thel ¢y;, reference na
dva hmotné body a funkeci interakéni sily F;;(Aly).
x
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Obr. 3: Transla¢ni pruzina
Pro prodlouZeni pruziny Al; plati:
Al =11, za”:J(xj—x,.)%(yj—yi)z, (2)
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kde /,; je aktualni délka pruZiny.

Translaéni pruzina ma jednu stavovou proménnou, kterou je jeji absolutni pootoceni
¢4 Divodem proc¢ se jedna o stavovou proménnou je pozadavek zaznamenani rotace
vetsi nez 2z respektive mensi nez nula. Tento pozadavek souvisi s definici rotacni
pruziny, viz déle. Ze soufadnic propojenych hmotnych bodi lze totiz ziskat pouze uhel
@ v intervalu (0, 27) z vyrazu:
Y= Vi ' 3)

[

Implementace metody getActuallimitedAngle () vypoctu thlu ¢g; dle tohoto vyrazu
muze vypadat v jazyce Java nasledovn¢:

Sin %ij =

aif

public double getActuallimitedAngle ()
{
if (ux>=0)
{
if (uy>=0) return Math.asin (actualSinus) ;
else return Math.asin (actualSinus)+2*Math.PI;
}

else return Math.PI-Math.asin(actualSinus) ;

kde ux,uy jsou slozky vektoru translaéni pruziny v aktudlnim stavu a actualSinus je
aktualni sinus uhlu ¢y respektive ¢,;. Implementace stanoveni absolutniho pootoceni
@qj Je patrnd v ramci metody updateState(), zajiStujici vypocet aktudlniho stavu
translacni pruziny:

protected void updateState (double time)
{
//vypolet vektoru pruziny
ux=massPoint2.getX () -massPointl.getX();
uy=massPoint2.getY () -massPointl.getY () ;
//
//
//vypolet aktudlni délky
//sqrt (x"2+y"2)
actuallength=Math.hypot (ux,uy) ;
//
//vypocet funkci thlu
actualSinus=uy/actualLength;
actualCosinus=ux/actuallLength;
//
//
//vypo&et aktudlniho limitovaného tuhlu
double newFilimited=getActuallimitedAngle();
//
//oprava na kumulovany Uhel vcéetné nastaveni pocatecnich hodnot
if (!isFilSet)
{
//prvni volani
fi0=newFilLimited;
isFiOSet=true;
fiO0Limited=£i0;
//
//nastaveni aktudlnich hodnot na pocateéni hodnoty
actualFi=£i0;
actualFilLimited=fiOLimited;
}
else
{
//ptirustek oproti minulému stavu
double dFilimited=newFiLimited-actualFiLimited;
//
//oprava singularity
if (dFiLimited>Math.PI) dFiLimited-=2*Math.PI;
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else if (dFiLimited<-Math.PI) dFiLimited+=2*Math.PI;
//
//novy stav
actualFi+=dFiLimited;
actualFiLimited=newFiLimited;
}
//
//
//vypocet prodlouzeni
elongation=actuallength-length;
//
//vypocet aktudlni sily
if (isFunction())

{
getFunction () .updateState (this) ;
force=getFunction () .getF (this) ;

}

else force=0;

//

//rozklad do slozek
nx=force*actualCosinus;
ny=force*actualSinus;

Metoda updatestate() definovana v objektu transla¢ni pruziny provadi vypocet
aktualniho stavu v nasledujicich krocich:

= Stanovi se slozky vektoru translacni pruziny ux, uy.

»  Vypocte se aktualni délka pruziny specialni metodou z Java API Math.hypot (),
viz [11], ktera zajiStuje bezpecny vypocet odmocniny souctu druhych mocnin.

» Ur¢i se hodnoty goniometrickych funkci uhlu pruziny.

* Stanovi se limitovany thel ¢y; metodou getActualLimitedAngle () popsanou
vyse.

» Podle indikatoru isFiOSet nastaveni pocatecnich hodnot uhlu pruziny se
provede vétveni. Bud’ se nastavi pocatecni hodnoty ¢o.;j a @osij, nebo se vypocte
absolutni pootoceni ¢,;. Tento vypocet je zaloZen na predpokladu, ze pfiristek
tohoto thlu v jednom kroku je mensi respektive vétsi nez 2z respektive —2z.
Jelikoz hodnota limitovaného thlu ¢, miZe vlivem zplsobu stanoveni nédhle
,»skocCit”, 1ze diky této podmince takovy skok odhalit a zménu absolutniho uhlu
@qij provést korektng.

» Zavérem se stanovi prodlouZeni pruziny Al; oznafené elongation, vnitini sila
force dle dané funkce F;;(Aly) a slozky jejiho vektoru nx, ny.

Zatizeni hmotnych boda slozkami nx, ny provadi metoda loadMassPoints (), kterd
vypadé nasledovné:

protected void loadMassPoints ()

{
massPointl.addLoad (nx,ny) ;
massPoint2.addLoad (-nx, -ny) ;

2.3 Rotaéni pruzina (tfida RotationalSpring)

Rotac¢ni pruzina zajist'uje ohybové spojeni dvou translacnich pruzin. Fyzikalni predstava
rotacni pruziny je lehky svinuty pasek kovu (pruzina v hodinovém stroji) popft. urcita
objimka kloubu, ktery spojuje transla¢ni pruziny, viz obr. 4. Na translacni pruziny
pisobi interakénim momentem M., jehoZ velikost je ddna zvolenou funkci
a pooto¢enim rotacni pruziny Ag;r. Moment M,;; se rozklada na dvé dvojice sil Fy
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a Fjx, plisobici na hmotné body i, j respektive j, k. Tyto sily plisobi kolmo na transla¢ni
pruziny.

Rotaéni pruZina ma nasledujici atributy: thel ¢;;, reference na dvé translacni pruziny
a funkci interakéniho momentu M,;ji(Ag;j).

!

e

Obr. 4: Rotaéni pruZina
Pro pootoceni pruziny Ag;; plati:

AGy = Puie = P> Paige = P ~ P> 4)
kde @« je aktualni vzajemné pootoCeni translacnich pruzin, tj. rozdil pootoceni ¢, Pajk-

Rotacni pruZina nema Zadnou stavovou proménnou. Jeji stav je jednoznaéné dan
parametry a stavem translacnich pruzin. Ur€eni parametrli pruziny pro libovolné
definované translacni pruziny ma ovSem pii implementaci sva uskali. Existuji zde dva
problémy souvisejici se stanovenim thlu ¢, nenapjaté pruZiny.

Prvni problém je zplsoben variabilitou definice obou druhl pruzin. Chceme-li
namodelovat jednu ohybovou jednotku, je tfeba definovat dvé translacni pruziny
spojujici celkem tii hmotné body. Jelikoz jeden hmotny bod je centralni a uhel kazdé
translacni pruziny zavisi na pofadi hmotnych bodl, mame celkem ctyfi variace definice
transla¢nich pruzin. Samotnou rotacni pruzinu lze pak definovat dvéma zplsoby, coz
dohromady znamena osm variaci definice. Kazda variace déva jinou dvojici uhla
translac¢nich pruzin.

Druhy problém lze vysvétlit na cyklické struktufe, jakou je naptiklad prut stoceny do
kruznice, jehoZ konce jsou spojeny (obruc). Pfimocary model tohoto prvku vede ke
vzniku ,singularity, ktera ma za vysledek ustidleni modelu do tvaru podobného
lemniskaté (osmicka), viz obr. 5.

Obr. 5: Deformace kruznice vlivem existence singularity pii definici rotacni pruziny

Pro odstranéni obou problémil byla do implementace zavedena moZznost volby korekce
definice rotacni pruziny. Jelikoz je cely problém zpiisoben vypoctem uhlu translacni
pruziny ¢,; potaZmo ¢g;, postacuje pricist respektive odecist nasobky uhlu 2.
Implementace je patrnd v ramci metody updateState (), tentokrdt pfitomna v rdmci
objektu rotacni pruziny:
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protected void updateState (double time)

{

Metoda updateState ()

//ziskani Uhld translac¢nich pruzZin
fil=translationalSpringl.getFi (massPointl);
fi2=translationalSpring2.getFi (massPoint2);
//
//vypocet vzajemného pootocdeni transladnich pruzin
actualAngle=fi2-fil;
//
//
//kontrola poCatecni hodnoty a korekce singularity
if (! fiChecked)
{
//rozdil aktudlniho Uhlu a Ghlu pruziny
double dFi=actualAngle-angle;
//
//vypoZet nasobku thlu 2PI
int foldFi=(int) (dFi/2/Math.PI);
//
//stanoveni korek&niho tuhlu
double angleCorrection=0;
if (Math.abs (dFi)>Math.PI) angleCorrection=foldFi*2*Math.PI;
//
//korekce v ptripad& volby correctAngle
if (correctAngle) anglet+=angleCorrection;
fiChecked=true;
}
//
//
//vypolet pootoceni pruziny
rotation=actualAngle-angle;
//
//vypolet momentu
if (isFunction())
{
getFunction () .updateState (this) ;
moment=getFunction () .getF (this) ;
}
else moment=0;
//
//vypocet dvojic sil a jejich slozek
forcel=moment/translationalSpringl.getActualLength();
fxl=forcel*translationalSpringl.getSinus (massPointl);
fyl=forcel*translationalSpringl.getCosinus (massPointl);
//
force2=moment/translationalSpring2.getActualLength();
fx2=force2*translationalSpring2.getSinus (massPoint?2);
fy2=force2*translationalSpring2.getCosinus (massPoint2);

aktudlniho stavu v nasledujicich krocich:
Stanovi se thly transla¢nich pruzin £i1, £12, odpovidajici Ghlim ¢, @
Vypocte se aktualni tthel actualangle mezi translaénimi pruZzinami odpovidajici

uhlu @i

definovana v objektu rota¢ni pruziny provadi

vypocet

Nasleduje inicializace rotani pruziny pi1 prvnim volani updateState ()
indikovana pomoci f£ichecked. V rdmci tohoto kroku se provede oprava thlu ¢;j
nenapjaté pruziny, pokud je nastaven indikator correctangle. Jinak se zadani

poneché v ptivodnim stavu.

Stanovi se pootoceni rota¢ni pruziny Ag;; podle vztahu (4) oznacené rotation.
Zavérem se stanovi velikost momentu M, oznaceného moment, jemu
odpovidajici dvé dvojice sil F;; a Fjx oznaené forcel a force2 a sloZky jejich

vektor £x1, fyl a £x2, fy2.
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Zatizeni hmotnych bodl sloZkami fx1,fyl a fx2,fy2 provadi — analogicky jako
u translacni pruziny — metoda loadMassPoints (), kterd vypadéa nasledovné:

protected void loadMassPoints ()

{
massPointl.addLoad (fx1,-£fyl);
massPoint2.addLoad (-fx1-£fx2, fyl+fy2);
massPoint3.addLoad (fx2, -fy2) ;

3 ReSeni dynamického systému

Diferencidlni rovnice dynamického systému, ucelené¢ definované¢ho tifidou Model,
vzniklého kompozici uvedenych objekti, 1ze zapsat ve tvaru:

@, A Ry
a7 dt m’ s
dy; dv, R, ®

9

da " dt m,

kde R,;, R,; jsou slozky vyslednice sil R; pisobicich na hmotny bod i. V aktudlni verzi je
tento systém feSen pomoci tii explicitnich numerickych metod vhodnych pro disipativni
dynamické systémy tohoto typu. Jednd se o metody: Eulerovu, Modifikovanou Eulerovu
a metodu Runge-Kutta. Tyto metody maji parametr krok casové diskretizace A. Jejich
pouzitim obdrzime stavy v casech ¢t =0, &, 2h, 3, atd.

Runge-Kutta. Pfipomenime, ze tato metoda provadi vypocet nového kroku podle
nasledujiciho piedpisu, viz napft. [1]:

k= £ (s, () sy (), (2)),

by, = f,(e+h12,s(6)+k,h12,s,(6)+ k,hi 2,5, () + K, 01 2),

by, = f,(t+h12,8,()+kyhi 2,5, () + kph!2,....s,()+ ky, 11 2), (6)
ko, = f(t+h,s (6)+ kg hosy () + ks, () + sy, h),

s,(t+n)=s,(e)+ 6k, + 2k, +2k;, +k,, )} j=1,2,m,

kde f; je prava strana zvolené diferencidlni rovnice z vyrazu (5), s; je stavova proménna
s indexem j a dale n je pocet stavovych proménnych modelu respektive pocet fesSenych
diferencialnich rovnic, tj. ¢tyfndsobek poctu hmotnych bodl (na kazdy bod ptipadaji
Ctyfi stavoveé promenng).

Na nejvys§i trovni — vramci objektu feSice (tfida solver) — je tato metoda
implementovana metodou stepRungeKutta ():

protected void stepRungeKutta (double time,double timeStep)
{

double h2=timeStep/2;

double h6=timeStep/6;

//

//ulozeni starého stavu

saveOldStateVariables () ;

//

//ziskani kolekce hmotnych bod

ArrayList<MassPoint> mpCln=model.getMassPointCollection();

//

//
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//cyklus pro k1l (stavové proménné pro k1l jiZ nastaveny)
//ulozeni k1

for (MassPoint mp:mpCln) mp.saveKl () ;

//

//

//cykly pro k2

//nastaveni ptedepsanych hodnot stavovych promé&nnych a aktualizace stavu
for (MassPoint mp:mpCln) mp.setStateVariablesForK2 (h2);
updateState (time+h2) ;

//ulozeni k2

for (MassPoint mp:mpCln) mp.saveK2();

//

//

//cykly pro k3

//nastaveni predepsanych hodnot stavovych proménnych a aktualizace stavu
for (MassPoint mp:mpCln) mp.setStateVariablesForK3 (h2);
updateState (time+h2) ;

//ulozeni k3

for (MassPoint mp:mpCln) mp.saveK3();

//

//

//cykly pro k4

//nastaveni predepsanych hodnot stavovych proménnych a aktualizace stavu
for (MassPoint mp:mpCln) mp.setStateVariablesForK4 (timeStep);
updateState (time+timeStep) ;

//ulozeni k4

for (MassPoint mp:mpCln) mp.saveK4 () ;

//

//

//vypocet nového stavu

for (MassPoint mp:mpCln) mp.stepRungeKutta (h6) ;

//

//aktualizace nového stavu

updateState (time+timeStep) ;

K vypisu metody stepRungeKutta () poznamenejme, ze metoda cyklu for() vola
vpravo od ni uvedenou metodu — napiiklad saveki () — hmotného bodu mp a to pro
vSechny hmotné body v kolekci mpCin.

Metoda stepRungeKutta () je ¢lenéna do nésledujicich ¢asti:

Vypocet zlomkl ¢asového kroku 4.

Uschovani aktualniho stavu s(¢) = {s,(¢), s2(¢), s3(?), ... , su(?)}.

Sestaveni kolekce vS§ech hmotnych bodli mpC1n.

Postupny vypocet vektori pravych stran k;, k, k3, ks Nejprve se piepoctou
stavové proménné dle pfedpisu (6) pomoci metod setStatevariablesForK (), V
zapéti dojde k aktualizaci stavu pomoci metody updatestate () uvedené dale
a nakonec se ulozi hodnoty & pomoci metod savek ().

Zavérem se provede vypocet novych hodnot stavovych proménnych s(z+ 4)
a posledni aktualizace stavu.

Zminéna metoda updateState () zajiStujici aktualizaci stavu vSech objekti modelu
(pfitomna v ramci objektu fesice) ma nasledujici tvar:

synchronized protected void updateState (double time)

{

//inicializace

for (MassPoint mp:model.getMassPointCollection()) mp.initializeResultants();
for (MassPoint mp:model.getMassPointCollection()) mp.addDampingForces () ;

//

//aktualizace stavu

for (ModelElement me:model.getModelElementCollection()) me.updateState(time);
//

//zat&zovani

for (ModelElement me:model.getModelElementCollection()) me.loadMassPoints();
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//
//vypo&et zrychleni
for (MassPoint mp:model.getMassPointCollection()) mp.updateAcceleration();

}

Provadi tedy v zéasadé¢ tii Cinnosti: Zajistuje vypocet vyslednice R; piisobici na kazdy
hmotny bod, aktualizuje stav vSech objekti modelu a stanovi vysledné aktudlni hodnoty
zrychleni hmotnych bodu.

Uptesnéme, Ze vypocet vyslednice R; sestava z volani metod:

* initializeResultants() - nulovani slozek,
* addDampingForces () - piidani tlumicich sil,
* loadMassPoints ()- zatézovani pfipojenymi objekty.

Vlastni simulace pak probiha opakovanym voldnim metody stepRungeKutta ().

4 Zavér

V ¢lanku byl detailn¢ popsan diskrétni model FyDiK2D vcetné implementaci jeho
klicovych objektii a metod v Jazyce Java. Z uvedeného je patrné Ze jeho hlavni prednosti

vvvvvv

ucelenou matematickou operaci byla odmocnina a funkce arcus sinus).
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