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1 Summary
The present thesis is concerned with applying the results of the latest research

in the properties and possible behaviour of an extensive class of dynamic systems
focussing on models of mechanical structures. It is proved here that non-linear
symptoms (such as an unpredictable evolution) of a system that can describe a sim-
ple slender structure are determined by the intrinsic system qualities (no unknown
external influences).

In the introduction, the non-linear symptoms of deterministic systems as they are
known today are clearly outlined listing detailed descriptions of methods used for
their observation and recognition.

The modelling of structures together with a derivation of the equations of motion
for a geometrically non-linear model of a generally slender plane beam structure
can be found in a self-contained chapter.

However, the main part of the thesis is dedicated to a dynamic experiment con-
ducted. A special model is derived and described that has been developed specifi-
cally for the purposes of the thesis to be used for comparing the real observations
and numerical computer simulations. It is demonstrated that, despite the complex-
ity of the behaviour of a system, a good agreement can be achieved between the
response of a real structure and that of its numeric model, which is particularly
proved by comparing the bifurcation diagrams and significant limit cycles of a se-
lected structure.

The thesis has been written as part of the MSM 261100009 research project
”Non-traditional methods for investigating complex and vague systems”, which is
among the most important research activities carried out at Brno University of Tech-
nology since 1998.
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7 Závěr 25
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2 Současný stav řešené problematiky
Tato práce je vytvořena pro souhrnné zpřehledněnı́ současných znalostı́ o bohat-

stvı́ možného chovánı́ mechanických konstrukcı́, o metodách vyšetřovánı́ a zařazo-
vánı́ pozorovaných a pozorovatelných jevů, ke kterým může na konstrukci docházet
a zejména o provedených experimentech, jimiž je dokládána realita těchto popiso-
vaných jevů.

Práce se opı́rá o nové poznatky dotýkajı́cı́ se širokého spektra vědnı́ch oborů,
zvláště však o teorii dynamických systémů a teorii chaosu, které dávajı́ základnı́
rámec pro klasifikaci jevů, které byly dřı́ve mnohdy opomı́jeny či popřı́padě nepřes-
ně zařazovány.

Problematika, kterou se zde zabýváme, nám ukazuje kvalitativně nový pohled na
procesy probı́hajı́cı́ kolem nás a na možnosti jejich modelovánı́. To hlavnı́, co nám
dokládá toto nové vědnı́ odvětvı́, lze řı́ci jedinou větou: ”Celek je vı́c než pouhý
součet částı́”. Převedeno do řeči stavebnı́ mechaniky: ”Poznánı́ konstrukce nekončı́
vytvořenı́m jejı́ho modelu”.

2.1 Chaos
Reálné systémy, ačkoliv mnohdy docela jednoduché, se mohou chovat velmi

složitě. HENRI POINCARÉ již v roce 1899 při studiu deterministického modelu1

pohybu třı́ gravitačně vázaných těles objevil druh pohybu, kterému dnes řı́káme de-
terministický chaos. V současnosti již s jistotou vı́me, že deterministický chaos je
nejsložitějšı́m možným druhem chovánı́ deterministického systému [39].

Dnes je také zřejmé, že chovánı́ opı́rajı́cı́ se o přı́tomnost nelinearity v systému je
v přı́rodě spı́še pravidlem než výjimkou. Protože člověk se od svého ”uvědoměnı́
si se” nechává přı́rodou inspirovat2, jistě může být přı́nosem zkoumánı́ a vytvářenı́
systémů tohoto druhu.

Je třeba řı́ci, že chaotické chovánı́ vzbuzuje zpravidla touhu po jeho odstraněnı́
či potlačenı́. Nynı́ ovšem existujı́ i jiné pohledy, které chápou chaos jako žádoucı́
způsob chovánı́. Chaos má totiž tyto kladné vlastnosti [39]:

• je ohraničeným chovánı́m (tj. nemusı́ způsobit kolaps systému),

• vyznačuje se lepšı́ absorbcı́ energie a hybnosti (nenı́ náchylný k destabilizujı́cı́m
vlivům),

• je jistým způsobem odolný vůči rezonanci,

• je charakteristický mı́chánı́m (ztrácı́ se v něm informace o historii).

1Deterministický model je systém, ve kterém je každý stav přesně určen stavem předcházejı́cı́m. V deterministickém
modelu neuvažujeme nejistoty ve znalosti vlastnostı́ prvků systému a jejich interakcı́.

2Živý svět kolem nás je zřejmě velmi dobře fungujı́cı́ optimalizačnı́ proces, jehož výsledky stojı́ za to podrobně
zkoumat.
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3 Cı́le práce
Cı́lem práce byla zejména aplikace nových poznatků teorie nelineánı́ch dynam-

ických systémů, které majı́ význam pro sledovánı́ a simulace mechanických kon-
strukcı́.

V teoretické části této práce bylo cı́lem ukázat klasifikačnı́ rámec, který může
sloužit pro identifikaci nelineárnı́ch projevů mechanických konstrukcı́. S tı́mto
klasifikačnı́m rámcem souvisejı́ způsoby sledovánı́ konstrukcı́ (zejména jejich po-
hybu). Proto bylo cı́lem práce také představit metody pro sledovánı́ a rozpoznávánı́
nelineárnı́ch jevů.

Praktická část se věnuje výběru jednoduché mechanické konstrukce majı́cı́ ne-
lineárnı́ odezvu. Cı́lem bylo také užı́t, popř. vyvinout efektivnı́ model této kon-
strukce a nalézt vhodné parametry pro experimentálnı́ srovnánı́. Provést experi-
ment a aplikovat popsané metody sledovánı́ nelineárnı́ch jevů, včetně verifikace
vybraného modelu.
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4 Nelineárnı́ jevy a nelineárnı́ chovánı́
Obecně platı́, že je obtı́žné (ne-li nemožné) vytvořit mechanickou konstrukci,

o které bychom mohli řı́ci, že je jejı́ chovánı́ lineárnı́. Toto tvrzenı́ lze obhájit
předevšı́m tı́m, že známe elementárnı́ vlastnosti hmoty, ze které konstrukce tvořı́me.
Vı́me totiž, že libovolný materiál podléhá ve své podstatě zákonitostem, které unika-
jı́ jednoduchému (natož lineárnı́mu) popisu. Oproti tomu lze však také obecně řı́ci,
že je možné vytvořit mechanickou konstrukci, která se bude, v předem zvoleném
rozsahu, chovat přibližně lineárně.

Při projektovánı́ a stavbě konstrukcı́ existuje snaha co nejméně se odchylovat od
požadavku jednoduché lineárnı́ odezvy konstrukcı́, zejména s ohledem na bezpeč-
nost a předvı́datelnost chovánı́ takové konstrukce. Právě důsledná předvı́datelnost
je v současnosti podmı́nkou, která by měla být při projektovánı́ splněna. Tato pod-
mı́nka u nelineárnı́ch systémů nemusı́ být splněna, jelikož jim je vlastnı́:

• možnost náhlé změny stavu při spojité změně parametrů systému. Tuto náhlou
změnu stavu nazveme nelineárnı́m jevem,

• možnost vzniku nestabilnı́ho chovánı́, při němž je předvı́datelnost vývoje sys-
tému silně omezena.

Možnost náhlé změny stavu a možnost vzniku chaotického chovánı́ patřı́ k tzv.
generickým vlastnostem nelineárnı́ch systémů. Tj. tyto fenomény nejsou zapřı́čině-
ny nějakým vnějšı́m nepoznaným faktorem, ale jsou vnitřnı́ vlastnostı́ determini-
stického systému.

Je třeba si uvědomit zásadnı́ odlišnost dynamiky nelineárnı́ch systémů od dy-
namiky lineárnı́ch systémů. Hlavnı́m rozdı́lem je bohatost projevů nelineárnı́ch
systémů, která patřı́ rovněž k jejich generickým vlastnostem. Je zde patrný jistý
posun ve složitosti. Tato bohatost s sebou přinášı́ komplikace s identifikacı́ ne-
lineárnı́ch projevů, kterými se zde také budeme zabývat.

To jak odlišné je chápánı́ pohybu v nelineárnı́ch dynamických systémech je pa-
trno z následujı́cı́ch vět: Mluvı́me-li zde o stavu dynamického systému, nemyslı́me
tı́m okamžitý stav systému v daném čase, ale stav pohybu tohoto systému3. V ext-
rémnı́m přı́padě je samotný statický stav chápán jako rovnovážný výsledek pohybu.

Mnohé z nelineárnı́ch projevů jsou natolik význačnou událostı́ na konstrukci,
že je lze považovat za měřı́tko výstižnosti modelu, kterým se snažı́me konstrukci
reprezentovat. Uveďme tedy nejběžnějšı́ projevy se kterými se můžeme setkat při
sledovánı́ nelineárnı́ch dynamických systémů.

3Pojmy jsou zde vı́ce svázány s pohybem jako základnı́m prvkem. Napřı́klad stacionárnı́m stavem (tj. v čase ne-
proměnným) je myšlen ustálený pohyb systému na jednoduché limitnı́ množině (periodický pohyb či statický stav).
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4.1 Bifurkace v dynamické úloze
Bifurkace jsou jednı́m z nejdůležitějšı́ch projevů nelineárnı́ch dynamických sys-

témů. Docházı́ k nim při plynulé změně jejich parametrů. Umožňujı́ nám posoudit
kvalitu modelu vzhledem k modelovanému objektu4. Bifurkacı́ je vı́ce druhů a navı́c
provázejı́ vznik dalšı́ch nelineárnı́ch projevů.

Bifurkace zaznamenáváme zejména pomocı́ změn stacionárnı́ch stavů. Lze je
znázornit v tzv. bifurkačnı́m diagramu podobným způsobem jako bifurkace stat-
ického stavu (závislost stavu systému na řı́dı́cı́m parametru). Bifurkačnı́ diagram
samotný bude vysvětlen v následujı́cı́ kapitole, jako jedna z metod sledovánı́ ne-
lineárnı́ch jevů. O bifurkaci vı́me, že ze samotné podstaty se systém vždy v blı́zkosti
bifurkačnı́ho bodu projevuje do jisté mı́ry nestabilně.

4.1.1 Hopfova bifurkace

Hopfova bifurkace provázı́ zrod/zánik limitnı́ho cyklu z limitnı́ho bodu. Ilustraci
této bifurkace můžeme vidět na obr. 1.

Výskyt Hopfovy bifurkace lze zjistit např. u vzpěru ideálnı́ho prutu. Máme-li
normálově tuhý prut zatı́žený normálovým periodickým zatı́ženı́m, pak při nı́zké
hodnotě zatı́ženı́ bude stacionárnı́m stavem limitnı́ bod odpovı́dajı́cı́ přı́mému tvaru
prutu. Dosáhneme-li určité vyššı́ hladiny zatı́ženı́ (odpovı́dajı́cı́ kritické sı́le), pak
již přı́mý tvar nebude stabilnı́ a dojde ke zrodu limitnı́ho cyklu odpovı́dajı́cı́mu pokr-
itickému kmitánı́ prutu.

Obr. 1: Znázorněnı́ Hopfovy bifurkace ve dvourozměrném fázovém prostoru – zrodu limitnı́ho cyklu
z limitnı́ho bodu. Osy x1 a x2 jsou stavové proměnné systému a třetı́ osa reprezentuje změnu
parametru systému

4.1.2 Bifurkace zdvojenı́m periody

Tato bifurkace, jak již jejı́ název napovı́dá, způsobı́ zdvojenı́ (tj. zdvojnásobenı́)
4Modelovaným objektem může být samotná konstrukce, jiný model, výsledek jiné užité výpočetnı́ metody či dokonce

jen jiná diskretizace.
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periody limitnı́ množiny. Původnı́ množina se náhle rozštěpı́ (viz limitnı́ cyklus
na obr. 2), přičemž ”rozštěpené části trajektorie” se od sebe rychle lokálně vzdálı́.
Zdroj této bifurkace je třeba spatřovat v nárůstu nelinearity odezvy.

Obr. 2: Znázorněnı́ bifurkace zdvojenı́ periody limitnı́ho cyklu v trojrozměrném fázovém prostoru.
Vlevo – původnı́ limitnı́ cyklus, vpravo – zdvojený limitnı́ cyklus

Poznamenejme, že zdvojit se může i zdvojená limitnı́ množina (dojde k dalšı́
bifurkaci). Taková následná zdvojenı́ limitnı́ množiny se mohou vyskytovat pravi-
delně. Mluvı́me pak o tzv. kaskádě bifurkacı́.

4.1.3 Superkritická vidličková bifurkace
Při této bifurkaci zaniká stacionárnı́ stav při současném vzniku dvou nových sta-

cionárnı́ch stavů. Dojde-li u dynamického systému k této bifurkaci, pak systém
přejde na jeden ze dvou možných stacionárnı́ch stavů. Tento proces je ilustrován na
obr. 3.

Obr. 3: Znázorněnı́ superkritické bifurkace v dvourozměrném fázovém prostoru

U této bifurkace se významně projevuje narušenı́ symetrie. Vlivem imperfekce
je jedna větev zvýhodněná a druhá znevýhodněná, jak je známo z problému vzpěru
prutu. Úloha vzpěru prutu je rovněž vhodná pro ilustraci výskytu této bifurkace .
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Mějme ideálnı́ prut zatı́žený ve vzpěru v čase neproměnnou silou. Nechť je na
prutu také jiné, např. harmonické zatı́ženı́, působı́cı́ přı́čně (docházı́ k ohybu prutu).
Situace na obr. 3, pak může odpovı́dat dosaženı́ kritické hodnoty vzpěrné sı́ly (která
je v čase neproměnná). Tj. bude-li prut vzhledem k vzpěrné sı́le v prekritickém
stavu, pak se ustálı́ do jediného limitnı́ho cyklu. Překročı́-li tato sı́la kritickou hod-
notu, pak dojde k vybočenı́ prutu s tı́m, že prut může nadále kmitat na jedné či
na druhé straně (v rovinném přı́padě) vlivem stále působı́cı́ho ”malého” přı́čného
harmonického zatı́ženı́.

4.2 Vznik/zánik limitnı́ množiny
Limitnı́ množiny dynamických systémů mohou vznikat či zanikat při změnách

parametrů5. Přı́činy a průběh těchto katastrof mohou být různé. To co je spojuje
bývá dramatický nástup a průběh takového děje. Dostává-li se systém k takovému
bodu, pak pochopitelně ztrácı́ stabilitu. Přesnost zmapovánı́ okamžiku vzniku/zá-
niku limitnı́ množiny je dána předevšı́m velikostı́ skoku změny klı́čového parametru.
Přı́činou tohoto faktu je množstvı́ potenciálnı́/kinetické energie, která se uvolnı́ při
změně tohoto parametru.

4.3 Chaotické chovánı́
Chaotické chovánı́ deterministického dynamického systému je rozhodně fenomé-

nem se zvláštnı́mi vlastnostmi. Svůj název dostalo od slova, které vždy symboli-
zovalo ne-řád, tj. nepřı́tomnost řádu. Zkoumánı́m chaotických atraktorů – tzv. po-
divných limitnı́ch množin – lze ovšem zjistit, že nepřı́tomnostı́ řádu tyto struktury
rozhodně netrpı́, viz obr. 4. Naopak, forma uspořádanosti chaotických atraktorů je
v jistém smyslu vyššı́ formou řádu, viz [30].

Chaotické chovánı́ je nestabilnı́m pohybem v omezené oblasti fázového pros-
toru. Je charakteristické tı́m, že původně blı́zké trajektorie se lokálně exponenciálně
rychle vzdalujı́ – tomuto efektu se řı́ká strečing (natahovánı́). A zároveň globálně,
z hlediska rozměru atraktoru, zůstávajı́ stále ve své blı́zkosti – dı́ky efektu s názvem
folding (přehýbánı́). Výsledkem těchto dvou efektů je nekonečně zvrásněná plocha,
po které se pohybuje nekonečná trajektorie, aniž by se kdy protnula. Tento typ často
se vyskytujı́cı́ho chaotického chovánı́ je topologicky ekvivalentnı́ tzv. pekařské
transformaci, viz např. [19], která názorně vystihuje jeho povahu.

Protože je chaotické chovánı́ nestabilnı́, tak nelze jednoduchým způsobem rozho-
dovat o stabilitě numerických metod pro řešenı́ odpovı́dajı́cı́ho dynamického systé-
mu. Libovolně malá změna jakéhokoliv vstupu (počátečnı́ podmı́nky, metoda řešenı́,
způsob reprezentace čı́sel, atd.) nevyhnutelně vede k odlišným výsledkům. Pokud
chceme posoudit stabilitu řešenı́ při chaotickém pohybu, je třeba sledovat strukturu

5Vznikem či zánikem limitnı́ množiny zde nenı́ myšlena změna jejı́ho charakteru bifurkacı́.

9



Obr. 4: Řez chaotickým atraktorem, který je produktem silně nelineárnı́ho dynamického systému se
třemi stavovými proměnnými

samotného atraktoru. Neměnı́-li se jeho struktura při změně vstupů, pak lze usuzo-
vat na stabilitu řešenı́.

Skutečnost praktické neopakovatelnosti a nepředvı́datelnosti trajektorie při po-
hybu na chaotickém atraktoru vede k algoritmickým obtı́žı́m s jeho identifikacı́. Ex-
istujı́ přı́pady, kdy je v současnosti jediným spolehlivým identifikačnı́m prostředkem
pouze lidský mozek, viz např. [26].
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5 Zvolené metody zpracovánı́
V předcházejı́cı́ch kapitolách jsme uvedli různé nelineárnı́ projevy, ke kterým

může docházet při vývoji stavu mechanických konstrukcı́. Známe nynı́ podstatu
některých jevů, ale mohou nám chybět účinné metody jejich sledovánı́. Tato kapi-
tola se věnuje použı́vaným metodám zobrazovánı́ stavu a vývoje systémů založených
většinou na použitı́ fázového prostoru.

Řešı́me-li dynamický model reálné konstrukce, pak máme často k dispozici velmi
mnoho údajů vyjadřujı́cı́ stav systému v čase. Model má zpravidla mnoho stavových
proměnných (dle počtu stupňů volnosti), aby dobře vystihoval chovánı́ dané kon-
strukce. Vı́me, že počet stavových proměnných nám určuje dimenzi fázového pros-
toru. Tento fakt činı́ přı́mé zobrazenı́ trajektorie obtı́žným, vzhledem k tomu, že
jsme schopni vnı́mat jen tři prostorové dimenze. Prvnı́m problémem je tedy zo-
brazenı́ ve vı́cerozměrném fázovém prostoru.

Vyvı́jı́-li se dynamický systém v čase, pak často docházı́ k hustému zaplněnı́
oblasti fázového prostoru trajektoriı́. Těžko pak zjišťujeme, co se s nı́m stalo.
Problémem druhým je proto rozpoznánı́ stavu a změny stavu systému.

Třetı́ problém je správná interpretace výsledků experimentu či numerického vý-
počtu. Protože napřı́klad z podstaty nelinearity systému vı́me, že může mı́t vı́ce
limitnı́ch množin při stejné konfiguraci systému. Dále také může být obtı́žné odlišit
chaotické chovánı́ od přechodového stavu, apod.

Z popsaných potı́žı́ je vidět komplexnost poznávánı́ systému. Situaci nám jistě
zjednodušı́ zaměřenı́ se na dı́lčı́ části. Z hlediska toho jaké informace chceme
o systému zı́skat, můžeme provést následujı́cı́ rozdělenı́ (řazeno podle náročnosti):

• sledovánı́ systému pro jeho jedinou konfiguraci – závislost chovánı́ systému na
počátečnı́ch podmı́nkách,

• vývoj ustálených stavů systému při změně parametrů – hledánı́ bifurkacı́, chao-
tického chovánı́, atd.,

• sledovánı́ přechodových dějů – ustalovánı́ systému, stabilita ustálených stavů,
apod.

Již jsme uvedli, že většina účinných metod sledovánı́ systému užı́vá prostor všech
možných stavů systému, kde se jeho vývoj zobrazuje jako spojitá parametrická
křivka – trajektorie. Výhodou tohoto přı́stupu je, že se chovánı́ systému v tomto
prostoru podobá běžným zkušenostem. Docházı́-li k ustalovánı́ systému, pak se tra-
jektorie ve fázovém prostoru ”usadı́” v určité jeho části – limitnı́ množině, což se
často velmi podobá misce, v nı́ž kroužı́ kulička. Je-li tato miska složitá, lze očekávat
složitý pohyb kuličky – chaotické chovánı́. Dostane-li kulička přı́liš mnoho energie,
může z misky ”vyskočit” a skončit v jiné misce, apod.
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5.1 Projekce trajektorie
Projekce trajektorie je prvnı́ ze základnı́ch zobrazovacı́ch prostředků pro snı́ženı́

počtu dimenzı́. Poznamenejme, že projekce je náš přirozený nástroj vnı́mánı́, jinak
bychom byli doslova ”zaplaveni” množstvı́m informacı́.

Mějme n-dimenzionálnı́ dynamický systém, jehož trajektorii x(t) chceme zo-
brazit na dvoudimenzionálnı́ plochu. Pak postačuje vybrat dvě stavové proměnné,
např. xi a xj, které budou reprezentovány dvěma osami zobrazovacı́ plochy. Defin-
ujme projekci trajektorie x̄(t):

x̄(t) =

[
xi(t)
xj(t)

]
, kde i, j ∈ 1, 2, ..., n, (1)

kterou vyneseme do zobrazovacı́ plochy. Vybı́ráme zpravidla takové stavové pro-
měnné, které majı́ největšı́ význam. Napřı́klad při ohybovém kmitánı́ prostě ulože-
ného nosnı́ku vybereme přı́čnou výchylku středu prutu a rychlost této výchylky.
V přı́padě harmonické odezvy nosnı́ku pak bude projekcı́ trajektorie elipsa, viz
obr. 5.

Obr. 5: Znázorněnı́ trojice projekcı́ ustáleného harmonického kmitánı́ – jednoduchého limitnı́ho
cyklu, kde x je výchylka, ẋ je rychlost výchylky a θ je fázový úhel harmonické sı́ly F (t) = A sin θ

5.1.1 Projekce kmitánı́

V této práci budeme užı́vat projekci zvlášť vhodnou pro ohybové kmitánı́ jednodu-
ché rovinné konstrukce s vı́ce stupni volnosti, ale jediným dynamickým zatı́ženı́m
– harmonickou silou nebo harmonickým zrychlenı́m.
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V prvé řadě provedeme projekci tohoto systému takovou, že vybereme pouze
jediný bod na konstrukci a jediný směr jeho pohybu. Polohu vybraného bodu
ve vybraném směru označı́me x(t) a rychlost změny této polohy ẋ(t). Tı́m jsme
odstranili všechny ostatnı́ polohové stavové proměnné. Jelikož je na konstrukci
harmonické zatı́ženı́, tak třetı́ stavovou proměnnou bude fázový úhel harmonického
zatı́ženı́ θ(t), pro který bude platit:

θ(t) = Ω t+ θ0, (2)
kde Ω je úhlová frekvence harmonického zatı́ženı́ a θ0 je počátečnı́ podmı́nka pro
fázový úhel θ. Obecné harmonické zatı́ženı́ z(t) pak můžeme psát ve tvaru:

z(t) = A sin θ, (3)
kde A je amplituda zatı́ženı́. Výsledek projekce při harmonickém ustáleném po-
hybu byl již vidět na obrázku 5 pod označenı́m x̄(t), přičemž lze užı́t dalšı́ projekci
označenou ¯̄x1(t) pro zobrazenı́ do roviny. Tato projekce je vhodná zejména proto,
že je zde možné velmi zřetelně a rychle odlišit změny v chovánı́ systému.

Všiměme si, že stavová proměnná θ je tzv. cyklická souřadnice. Reprezentuje
totiž fázový úhel. Výpočet fázového úhlu θ tedy můžeme upravit tak, že bude platit
θ ∈ ⟨0, 2π). Tato úvaha je dobře ilustrovatelná geometrickou transformacı́ na obr. 6.

Obr. 6: Transformace kartézského souřadného systému (vpravo) do válcového souřadného systému
(vlevo) vystihujı́cı́ cyklickou povahu stavové proměnné θ

5.2 Poincarého mapa
Poincarého mapa je druhý z nástrojů pro snı́ženı́ počtu dimenzı́ zobrazenı́ tra-

jektorie systému. Zjednodušeně je Poincarého mapa řezem trajektorie ve fázovém
prostoru vybranou nadplochou.
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Nejčastěji se provádı́ řez rovinou kolmou na vybranou stavovou proměnnou,
řekněme xp. Rovnice řezné roviny tak může být ve tvaru xp = a, kde a je průsečı́k
řezné roviny s osou stavové proměnné xp. Poincarého mapa trajektorie x(t) je pak
množina všech bodů této trajektorie, pro které platı́ xp = a.

Pro vizualizaci n-dimenzionálnı́ Poincarého mapy lze užı́t projektivnı́ zobrazenı́
popsané v předchozı́ kapitole .

5.2.1 Mapa prvnı́ho návratu
Uvažovat Poincarého mapu jen jako řez trajektoriı́ je z hlediska jejı́ho významu

nedostatečné. Poincarého mapa je totiž v teorii dynamických systémů chápána
jako speciálnı́ zobrazenı́, které danému bodu řezu trajektorie přiřadı́ následujı́cı́ bod
řezu trajektorie. Z definice dynamického systému vyplývá, že je toto zobrazenı́
jednoznačné. Těchto vlastnostı́ Poincarého map se užı́vá při podrobnějšı́ analýze
vı́cerozměrných systémů.

5.2.2 Projekce kmitánı́
Vraťme se ke konkrétnı́ projekci trajektorie systému popsané v předchozı́ kapi-

tole . Pro kmitajı́cı́ konstrukci, za výše daných předpokladů, je vhodné vést řez
trajektorie rovinou θ = 0. Tento řez je ilustrován na obrázku 7.

Obr. 7: Ilustrace vytvářenı́ Poincarého mapy řeznou rovinou θ = 0

Na obr. 7 je vidět provedenı́ řezu jednoduchým limitnı́m cyklem rovinou θ = 0.
Vidı́me také, že jednoduchý limitnı́ cyklus bude mı́t v takové Poincarého mapě
pouze jediný bod. Každé zmnoženı́ bodů či náhlá změna jejich polohy, jasně sig-
nalizuje nelineárnı́ jev.
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5.2.3 Identifikace limitnı́ množiny
Jelikož je Poincarého mapa rovinným řezem trajektorie, nedocházı́ na nı́ při pro-

jekci k překrývánı́ částı́ trajektorie, jak je tomu u projekce trajektorie. Dı́ky této
vlastnosti se dobře hodı́ k identifikaci limitnı́ množiny. V tabulce 1 jsou zobrazeny
charakteristické Poincarého mapy limitnı́ch množin.

Limitnı́ cyklus Kvaziperiodická množina Chaotický atraktor

omezené množstvı́ bodů neomezené množstvı́ bodů neomezené množstvı́ bodů
(zde čtyřbodový – dvakrát tvořı́cı́ kompaktnı́ oblasti vyplňujı́cı́ členité, zpravidla
zdvojený limitnı́ cyklus) nekompaktnı́ oblasti

Tab. 1: Poincarého mapy různých druhů limitnı́ch množin

5.3 Bifurkačnı́ diagram
Tento nástroj sloužı́ pro zobrazenı́ a identifikaci změn chovánı́ dynamického sys-

tému při změně jeho konfigurace (změně jeho parametrů). Pro jeho konstrukci se
využı́vá Poincarého mapa. Lze řı́ci, že bifurkačnı́ diagram je geometricky uspořá-
daná množina (graf) Poincarého map pro různé (spojitě se měnı́cı́) parametry sys-
tému.

Bifurkačnı́ diagram lze konstruovat za různých podmı́nek:

• pro každou změnu parametrů startuje nový systém se stále stejnými počátečnı́mi
podmı́nkami,

• pohybujı́cı́ se systém je podroben malé změně parametru, aniž by byl znovu
spouštěn (tj. provedenı́ změny parametrů ”za chodu”),

• systém je pro každou změnu parametrů spuštěn mnohokrát s různými (zpravidla
náhodně generovanými) počátečnı́mi podmı́nkami.

5.3.1 Ustálené chovánı́
Nejčastěji použı́vaným je bifurkačnı́ diagram ustáleného chovánı́. Zobrazenı́

Poincarého mapy celé trajektorie by totiž bylo na úkor přehlednosti diagramu. V bi-
furkačnı́m diagramu ustáleného chovánı́ tak můžeme být přı́mo svědky bifurkacı́
limitnı́ch cyklů, kaskád bifurkacı́, náhlých změn stavu či vzniku a rozvoje chaotic-
kého chovánı́, viz obrázky 1, 2, 3.
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Požadavek ustálenı́ systému pro konstrukci Poincarého mapy v sobě skrývá určité
komplikace. Hlubšı́ úvahou zjistı́me, že vzhledem k existenci chaotického chovánı́
a nestabilnı́ přechodové oblasti nenı́ snadné rozhodnout, zdali již došlo k ustálenı́
systému. Tento problém je obzvláště závažný u kmitánı́ reálných konstrukcı́, kde se
nevyhneme těžko poznatelným vlivům na chovánı́ konstrukce.

Problém ustálenı́ lze nejjednodušeji řešit nastavenou, dostatečně dlouhou dobou,
po kterou se systém ustaluje. Slovnı́m spojenı́m ”dostatečně dlouhá doba” myslı́me
takový časový interval, jehož prodlouženı́ neovlivnı́ významně tvar bifurkačnı́ho
diagramu. Jedná se tedy o ověřenı́ konvergence. Lepšı́ch výsledků (snı́ženı́ časové
náročnosti) můžeme dosáhnout užitı́m vhodného ukazatele ustálenı́. Těmito ukaza-
teli mohou být napřı́klad tzv. agregované atributy systému, viz [26].

5.4 Speciálnı́ model konzoly

Pro simulaci ohybového kmitánı́ štı́hlého konzolového nosnı́ku byl vytvořen mo-
del, jako zvláštnı́ přı́pad aplikace metody tuhých fyzických konečných prvků [16].
Důvodem užitı́ tohoto modelu je jeho jednoduchost a zejména nenáročnost na dobu
výpočtu. Minimálnı́ výpočetnı́ čas je přı́mo úměrný nejvyššı́ frekvenci, kterou
bude model či jeho prvek kmitat. V přı́padě modelu štı́hlého nosnı́ku z oceli jsou
nejvyššı́ frekvence dosahovány při normálovém kmitánı́ (kmitánı́ pružných prvků
nahrazujı́cı́ch normálovou tuhost). Normálové kmitánı́ má nicméně malý vliv na
globálnı́ chovánı́ nosnı́ku kmitajı́cı́ho převážně přı́čně. Proto se nabı́zı́ možnost
vytvořit model normálově tuhý a omezit tak vznik vyššı́ch frekvencı́.

Obr. 8: Konzolový nosnı́k a jeho model

Konzolový nosnı́k konstantnı́ho průřezu o hmotnosti mc, délky lc a ohybové tuhosti
EI , nahradı́me zvoleným počtem stejně dlouhých tuhých dı́lců vzájemně spojených
klouby s lineárnı́mi rotačnı́mi pružinami (předpokládejme lineárně pružný materiál),
viz obr. 8. Pohybové rovnice, jejichž odvozenı́ je v dizertačnı́ práci uvedeno, lze
zapsat ve maticovém tvaru:

16



M
d

dt
ω = Qω2 −Kφ−Cω + F+A,

d

dt
φ = ω.

(4)

kde M je matice momentů setrvačnosti, K je matice tuhosti, C je matice útlumu,
F je vektor zatı́ženı́ silou na volném konci prutu, A je vektor zatı́ženı́ zrychlenı́m,
ω, φ jsou vektory stavových proměnných systému – ω jsou úhlové rychlosti dı́lců
a φ jsou pootočenı́ dı́lců. Výrazem ω2 je myšlen vektor druhých mocnin úhlových
rychlostı́.

Matice M je symetrická a představuje momenty setrvačnosti dı́lců. Platı́ pro ni:

M =
1

6
ml2



2(3(n − 1) + 1)
3(2(n − 2) + 1)
cos(φ2 − φ1)

3(2(n − 3) + 1)
cos(φ3 − φ1)

· · · 3
cos(φn − φ1)

2(3(n − 2) + 1)
3(2(n − 3) + 1)
cos(φ3 − φ2)

· · · 3
cos(φn − φ2)

2(3(n − 3) + 1) · · · 3
cos(φn − φ3)

. . .
...

symetrie
2

. (5)

Bližšı́ pohled na matici M odhalı́, že při malých posunutı́ch (tj. malých hodnotách
pootočenı́ dı́lců φ) bude přibližně konstantnı́ – což odpovı́dá lineárnı́mu řešenı́ (mo-
menty setrvačnosti dı́lců nejsou závislé na jejich pootočenı́).

Jiná situace je u matice Q, která je antisymetrická s nulami na diagonále, jejı́ž
význam roste s růstem posunutı́. Lze ji vyjádřit vztahem:

Q =
3

6
ml2



0
(2(n − 2) + 1)
sin(φ2 − φ1)

(2(n − 3) + 1)
sin(φ3 − φ1)

· · · sin(φn − φ1)

−(2(n − 2) + 1)
sin(φ2 − φ1)

0
(2(n − 3) + 1)
sin(φ3 − φ2)

· · · sin(φn − φ2)

−(2(n − 3) + 1)
sin(φ3 − φ1)

−(2(n − 3) + 1)
sin(φ3 − φ2)

0 · · · sin(φn − φ3)

...
...

...
. . .

...

− sin(φn − φ1) − sin(φn − φ2) − sin(φn − φ3) · · · 0

. (6)

Všiměme si, že při malých posunutı́ch majı́ členy této matice téměř nulové hodnoty.
Z toho zřejmě vyplývá, že se tato matice v lineárnı́m řešenı́ nevyskytuje.

Pro matici tuhosti K platı́:

K = k



3 −1
−1 2 −1

−1 2 . . .
. . . . . . −1

−1 2 −1
−1 1


. (7)
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Matice C je maticı́ útlumu. Je-li tato matice konstantnı́, pak se jedná zřejmě
o jednu z nejjednoduššı́ch aproximacı́ tlumenı́ – útlum lineárně závislý na rychlosti
posunutı́.

S pomocı́ experimentů, o kterých bude řeč v následujı́cı́ kapitole , bylo zjištěno,
že chovánı́ reálné konstrukce dobře vystihuje matice útlumu ve tvaru:

C = cm


1 + ca|ω1|

1 + ca|ω2| 0

0 . . .
1 + ca|ωn|

, (8)

kde c je globálnı́ koeficient útlumu a ca je bezrozměrný kvadratický koeficient up-
latňujı́cı́ se zejména při velmi velkých posunutı́ch (souvisı́ zřejmě s odporem vz-
duchu, který je závislý na druhé mocnině rychlosti).

Vektor F reprezentuje ohybové momenty sı́ly F . Platı́:

F = Fx l


cosφ1

cosφ2

· · ·
cosφn

− Fy l


sinφ1

sinφ2

· · ·
sinφn

, (9)

kde Fx je složka sı́ly F ve směru osy x (osa nepřetvořeného prutu) a Fy je složka
sı́ly F ve směru osy y (osa kolmá na osu nepřetvořeného prutu v rovině ohybu).

Pro vektor momentů setrvačných sil A platı́:

A = ax l


(

(2(n−1)+1)
2 m + ma

)
cosφ1(

(2(n−2)+1)
2 m + ma

)
cosφ2

...(
1
2m + ma

)
cosφn

− ay l


(

(2(n−1)+1)
2 m + ma

)
sinφ1(

(2(n−2)+1)
2 m + ma

)
sinφ2

...(
1
2m + ma

)
sinφn

, (10)

kde ax je složka zrychlenı́ a ve směru osy x (osa nepřetvořeného prutu) a ay je
složka zrychlenı́ a ve směru osy y (osa kolmá na osu nepřetvořeného prutu).

5.5 Experiment
Pro experimentálnı́ výzkum byla po náročném rozhodovánı́ (viz dizertačnı́ práce)

vybrána úloha dynamického vzpěru velmi štı́hlého ocelového konzolového nosnı́ku.
Svisle orientovaný prut konstantnı́ho průřezu, pevně vetknutý svým dolnı́m koncem
(viz obr. 9), je podroben vertikálnı́mu zrychlenı́.

Vybraná ocel je materiál, který se chová pružně v dostatečně velkém rozsahu.
Přitom, užije-li se štı́hlý nosnı́k z této oceli, může docházet k velkým posunutı́m
při malých přetvořenı́ch6, což zajistı́ setrvánı́ materiálu v lineárně pružné oblasti
působenı́.

6Posunutı́m máme na mysli změnu polohy bodů konstrukce (posun, pootočenı́). Přetvořenı́ zde zastupuje relativnı́
změnu vzdálenosti dvou blı́zkých bodů materiálu.
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Zdrojem nelinerity odezvy konstrukce jsou právě velká posunutı́ a obzvlášť pokr-
itické působenı́ při vzpěru prutu (existujı́ dva statické stavy). Z hlediska stability
přı́mého tvaru prutu je rozhodujı́cı́ pro dosaženı́ kritického stavu vertikálnı́ zrychlenı́
(tj. ve statickém stavu nejjednodušeji gravitace).

Obr. 9: Znázorněnı́ vybrané úlohy pro experimentálnı́ výzkum: Svislý vzpı́raný vetknutý prut v pokr-
itickém stavu

5.5.1 Dynamické zatěžovánı́
Pro dynamické zatěžovánı́ konstrukce bylo zvoleno vertikálnı́ harmonické pře-

mı́stěnı́ bodu vetknutı́ prutu. Dle principu ekvivalence lze zrychlenı́ vyvolané pře-
mı́stěnı́m chápat jako změnu intenzity gravitačnı́ho pole, čehož je využito v numer-
ickém modelu úlohy.

Z hlediska realizace je ovšem vytvořenı́ harmonického pohybu v přı́mce obtı́žné.
Jednı́m z možných řešenı́, které také bylo užito, je umı́stěnı́ prutu na pohyblivém
konci pı́stu hydraulického zařı́zenı́, viz obr. 10. Pı́st, zvedaný hydraulickým zařı́ze-
nı́m řı́zeným počı́tačem, koná harmonický pohyb7 s danou úhlovou frekvencı́ Ω
a s danou amplitudou posunutı́ Adispl. Těmito dvěma nastavitelnými parametry je
určována amplituda zrychlenı́ pı́stu Aaccel dle vztahu8:

Aaccel = Adispl Ω
2. (11)

Z tohoto vztahu vyplývá, že pro dosaženı́ dostatečně velkého zrychlenı́ (vzh-
ledem ke gravitaci) je potřeba buď vysoké frekvence pı́stu nebo velké amplitudy
posunutı́ pı́stu. Oba směry zvyšovánı́ amplitudy zrychlenı́ ovšem narážejı́ na reálná
omezenı́.

7Poznamenejme, že reálná zařı́zenı́ dosahujı́ harmonického pohybu vždy v určitém přiblı́ženı́. V přı́padě hy-
draulického zařı́zenı́ se přesnost harmonického pohybu snižuje se vzrůstajı́cı́ frekvencı́.

8Vztah je odvozen z pohybové rovnice pı́stu za předpokladu jeho harmonického pohybu.
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Obr. 10: Experimentálnı́ sestava pro dynamické zatěžovánı́

5.5.2 Konfigurace
Numerické simulace experimentu ukázaly, že na nelineárnı́ jevy bohatá oblast

v konfiguračnı́m prostoru (prostor parametrů systému) je poměrně úzká. Výsledkem
provedených simulacı́ a hledánı́ (včetně měřenı́ vlastnostı́) vhodného prutu je násle-
dujı́cı́ konfigurace parametrů prutu z oceli:

• délka prutu lc = 30 centimetrů,

• hmotnost prutu mc = 9.03 gramů,

• ohybová tuhost prutu EI = 0.0053 Pa.m4,

• přidaná hmota na konec prutu ma = 13.54 g.

Reálným experimentálnı́m zatěžovacı́m zařı́zenı́m byla těžká hydraulická zatěžovacı́
souprava (zkonstruovaná pro dynamické zatěžovánı́ velkých stavebnı́ch objektů),
kterou vlastnı́ partnerská univerzita Bauhaus-Universität Weimar v Německu. Kon-
figurace parametrů této soupravy je následujı́cı́:

• zvolená frekvence pı́stu (dle parametrů prutu) fload = 0.5 Hz (tj. úhlová frekven-
ce Ωload = 3.1416 rad.s−1),

• maximálnı́ amplituda posunutı́ pı́stu Adispl = 10 cm (tj. maximálnı́ amplituda
zrychlenı́ Aaccel = 0.987 m.s2 při zvolené frekvenci pı́stu fload.

5.5.3 Měřenı́ vlastnostı́ útlumu
Tlumenı́, doprovázejı́cı́ kmitánı́ konstrukce, je teoreticky nejsložitějšı́ součástı́

studovaného systému. Zjištěnı́ vlastnostı́ útlumu a jeho reprezentace v numerickém
modelu se zakládalo na vystiženı́ důsledků tlumı́cı́ch jevů na chovánı́ systému.
Pro tento účel byl proveden oddělený dynamický experiment, jenž byl zaměřen
na měřenı́ amplitud přı́čné výchylky prutu při volném kmitánı́. Volné kmitánı́ bylo
započato udělenou počátečnı́ deformacı́ prutu (orientovaného ve vertikálnı́ pozici)
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takovou, aby přibližně odpovı́dala stavu prutu při kmitánı́ v oblasti velkých posu-
nutı́.

S podporou numerických výpočtů bylo zjištěno, že lineárnı́ útlum je nevyhovujı́cı́.
Obálka amplitud při volném kmitánı́ se totiž výrazně odchylovala od exponenciály.
Tento problém vyřešilo rozšı́řenı́ funkce útlumu na polynom druhého stupně, přidá-
nı́m kvadratického členu: tlumı́cı́ moment T (ω) = c ω(1 + ca |ω|), viz vztah (8).
Koeficienty polynomu byly stanoveny:

• koeficient útlumu c = 0.002 Nm·s·kg−1,

• kvadratický koeficient ca = 1.00 (bezrozměrný).

5.5.4 Dynamický experiment
Zvolená úloha je z technického hlediska velmi jednoduchá. Dı́ky tomu byly dy-

namické experimenty s reálnou konstrukcı́ mnohokrát opakovány. Zı́skaly se tak
bohaté zkušenosti s odezvou konstrukce na zvolené počátečnı́ podmı́nky a zvolené
parametry zatěžovánı́. Z experimentů byla patrná nestabilnı́ přechodová oblast
pohybu konstrukce – pro ”stejné” podmı́nky docházelo k ustalovánı́ pohybu kon-
strukce za různě dlouhou dobu a různým způsobem. Vše nasvědčovalo tomu, že se
systém chová složitě.

Prováděnı́ experimentů bylo znesnadněno tı́m, že zatěžovacı́ souprava nebyla
konstruována pro změnu parametrů během zatěžovánı́. Změna aplitudy posunutı́
pı́stu tedy byla provedena až po zastavenı́ a opětovném spuštěnı́ zatěžovánı́.

Pro měřenı́ posunutı́ prutu sloužily dvě videokamery, průmyslová černobı́lá se
snı́macı́ frekvencı́ 10 Hz s rozlišenı́m 1291×1029 pixelů a komerčnı́ barevná SONY
DCR se snı́macı́ frekvencı́ 25 Hz s rozlišenı́m 720×576 pixelů. Záznam z průmyslové
kamery byl vyhodnocován speciálnı́m geodetickým softwarem. Pro analýzu záznamu
z komerčnı́ kamery byl užit autorem vyvinutý program.

Výhodou tohoto experimentu byla snadná vizuálnı́ identifikace stavu pohybu
konstrukce. Dominantnı́ limitnı́ cykly šlo jednoduše rozpoznat. Tento fakt a nároč-
nost zı́skánı́ dat9 z měřenı́ videokamerami způsobil, že se organizovánı́ experimentu
podřizovalo informacı́m zı́skaným vizuálnı́m pozorovánı́m.

Na obr. 11 a 12 jsou zobrazeny zı́skané bifurkačnı́ diagramy: bifurkačnı́ diagram
z numerické simulace – obr. 11 a schematický bifurkačnı́ diagram z experimentu
– obr. 12. Pro každou změnu řı́dı́cı́ho parametru (amplituda posunutı́ Adispl) star-
toval systém ze stabilnı́ho statického stavu na straně imperfekce a ustaloval se 300
sekund.

Z bifurkačnı́ho diagramu je patrno, že se sledovaný systém chová složitě. Tento
závěr lze učinit z přı́tomnosti raného nestabilnı́cho chovánı́ (mnoho zdánlivě neus-
pořádaných bodů), nepřı́tomnosti kaskády bifurkacı́ a současné existence vı́ce lim-

9Třı́minutové měřenı́ videokamerou – bězná doba zatěžovazı́ho cyklu – odpovı́dá analyzovánı́ vı́ce než 10 GB nekom-
primovaných dat. Vybavenı́ k analýze v reálném čase bohužel nebylo k dispozici.

21



-0.25

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

A displ [mm]

y [m]

Obr. 11: Bifurkačnı́ diagram zı́skaný numerickým výpočtem – pro každou hodnotu parametru nový
start systému
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Obr. 12: Schematický bifurkačnı́ diagram zı́skaný z experimentu – pro každou hodnotu parametru
nový start systému

itnı́ch množin. Přı́činou je zřejmě pokritický stav prutu, který už od počátku vnesl
do systému velmi silnou nelinearitu.

Srovnánı́ bifurkačnı́ch diagramů z numerické simulace a z experimentu ukazuje
reálnost a zachytitelnost chaotického chovánı́. V tomto smyslu se vybraná kon-
strukce dobře osvědčila.
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Z videozáznamů kmitánı́ konstrukce byly obrazovou analýzou zı́skány zejména
časové řady přı́čné výchylky y volného konce prutu. Pro vykreslenı́ projekcı́ lim-
itnı́ch cyklů bylo ovšem zapotřebı́ znát také časové řady rychlostı́ přı́čné výchylky ẏ.
Pro jejich zı́skánı́ byl vytvořen program, jenž odhaduje derivace časové řady přı́čné
výchylky lokálnı́ – ”klouzavou” aproximacı́. Pro tuto aproximaci byl užit poly-
nom druhého stupně, jı́mž se aproximovalo alternativně 7 po sobě jdoucı́ch bodů
ze záznamu s frekvencı́ 10 Hz a 9 bodů ze záznamu s frekvencı́ 25 Hz (odpovı́dá
jednotlivým videokamerám).

Na obr. 13 je srovnánı́ limitnı́ho cyklu s trojnásobnou periodou (např. Adispl = 70
mm) z experimentu a numerické simulace. Ze srovnánı́ je rovněž patrná dobrá shoda
simulace a experimentu.

Experiment Simulace

-0.25

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

-0.5 -0.25 0 0.25 0.5
y [m/s]
.

y [m]

-0.25

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

-0.5 -0.25 0 0.25 0.5
y [m/s]
.

y [m]

(a) SONY kamera 25 Hz (b)

Obr. 13: Srovnánı́ projekce třı́bodového limitnı́ho cyklu Adispl = 65 mm zı́skaného z experimentu
a numerické simulace
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6 Hlavnı́ výsledky práce
Tato práce vznikla v rámci výzkumného záměru MSM 261100009: ”Netradičnı́

metody studia komplexnı́ch a neurčitých systémů”, který patřı́ k významným vědec-
ko-výzkumným aktivitám na VUT v Brně od roku 1998. Přı́nosy této práce lze
shrnout do následujı́cı́ch bodů:

• aplikace modernı́ch teoriı́ nelineárnı́ch dynamických systémů v oblasti mecha-
niky konstrukcı́,

• ukázány klasifikačnı́ postupy a metody pro zařazenı́ nelineárnı́ch jevů při vývoji
konstrukcı́,

• nalezena jednoduchá konstrukce s výraznými nelineárnı́mi projevy při užitı́
běžných materiálů,

• navrženy a úspěšně vyzkoušeny experimentálnı́ postupy stanovenı́ potřebných
fyzikálně-mechanických charakteristik zvolené konstrukce,

• zjištěny vlastnosti útlumu vybrané konstrukce a nalezena jeho výstižná aproxi-
mace,

• vytvořen efektivnı́ model zvolené konstrukce vhodný pro simulaci jejı́ho cho-
vánı́,

• úspěšně proveden náročný experiment včetně verifikace vytvořeného modelu,

• nalezeny tři výrazné limitnı́ cykly s odpovı́dajı́cı́m výskytem v experimentu
i numerické simulaci,

• potvrzena možnost vzniku chaotického chovánı́, jehož přı́tomnost byla předpo-
vězena numerickými simulacemi.
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7 Závěr
Předkládaná práce byla zaměřena na aplikaci nejnovějšı́ch poznatků o vlastnos-

tech a možném chovánı́ široké třı́dy dynamických systémů, zejména však modelů
mechanických konstrukcı́. Bylo prokázáno, že nelineárnı́ projevy (např. zdvo-
jenı́ periody limitnı́ho cyklu či chaotické chovánı́) systému, jenž může popiso-
vat jednoduchou štı́hlou konstrukci, jsou umožněny vnitřnı́mi vlastnostmi tohoto
systému a nejsou způsobeny např. nepopsanými vnějšı́mi vlivy, jak se dřı́ve před-
pokládalo.

V úvodu práce byly přehledně rozděleny nelineárnı́ projevy deterministických
systémů, tak jak jsou v současnosti známy, včetně vhodných metod pro jejich sle-
dovánı́ a rozpoznávánı́. Bylo konstatováno, že klasické analytické nástroje, jako
je např. spektrálnı́ analýza, jsou pro silně nelineárnı́ systémy nevhodné (nedokážı́
rozlišit šum a chaos).

Pro ověřenı́ reality poznatků zı́skaných dı́ky numerickému modelovánı́ systémů
na počı́tači byl naplánován a proveden z hlediska požadovaných vlastnostı́ náročný
dynamický experiment s pružnou štı́hlou konstrukcı́, která dosahovala velkých pře-
mı́stěnı́. Plánovánı́ tohoto experimentu a analýza zı́skaných dat úzce souvisela se
speciálnı́m numerickým modelem konstrukce, vytvořeným pro tyto účely. Tento
model byl v práci detailně popsán a odvozen.

Srovnánı́ výsledků experimentu a numerických simulacı́ tvořı́ nejvýznamnějšı́
část této práce. Navzdory složitosti chovánı́ systému bylo dosaženo dobré shody
odezvy reálné konstrukce a jejı́ho numerického modelu, což je dokumentováno
zejména srovnánı́m bifurkačnı́ch diagramů a význačných limitnı́ch cyklů.
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