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1 Summary

The present thesis is concerned with applying the results of the latest research
in the properties and possible behaviour of an extensive class of dynamic systems
focussing on models of mechanical structures. It is proved here that non-linear
symptoms (such as an unpredictable evolution) of a system that can describe a sim-
ple slender structure are determined by the intrinsic system qualities (no unknown
external influences).

In the introduction, the non-linear symptoms of deterministic systems as they are
known today are clearly outlined listing detailed descriptions of methods used for
their observation and recognition.

The modelling of structures together with a derivation of the equations of motion
for a geometrically non-linear model of a generally slender plane beam structure
can be found in a self-contained chapter.

However, the main part of the thesis is dedicated to a dynamic experiment con-
ducted. A special model is derived and described that has been developed specifi-
cally for the purposes of the thesis to be used for comparing the real observations
and numerical computer simulations. It is demonstrated that, despite the complex-
ity of the behaviour of a system, a good agreement can be achieved between the
response of a real structure and that of its numeric model, which is particularly
proved by comparing the bifurcation diagrams and significant limit cycles of a se-
lected structure.

The thesis has been written as part of the MSM 261100009 research project
”Non-traditional methods for investigating complex and vague systems”, which is
among the most important research activities carried out at Brno University of Tech-
nology since 1998.
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2 Soucasny stav reSené problematiky

Tato prace je vytvorena pro souhrnné zprehlednéni soucasnych znalosti o bohat-
stvi mozného chovani mechanickych konstrukci, o0 metodach vySetrovani a zarazo-
vani pozorovanych a pozorovatelnych jevi, ke kterym miZe na konstrukci dochazet
a zejména o provedenych experimentech, jimiz je doklddana realita t€chto popiso-
vanych jevu.

Prace se opira o nové poznatky dotykajici se Sirokého spektra védnich obort,
zv1aste vSak o teorii dynamickych systémit a teorii chaosu, které davaji zékladni
ramec pro klasifikaci jevi, které byly dfive mnohdy opomijeny ¢i popripadé nepies-
né zarazovany.

Problematika, kterou se zde zabyvame, nam ukazuje kvalitativné novy pohled na
procesy probihajici kolem néds a na moZnosti jejich modelovani. To hlavni, co ndm
doklada toto nové védni odvétvi, Ize fici jedinou vétou: “Celek je vic neZ pouhy
soucet casti”. Prevedeno do feci stavebni mechaniky: ”Pozndni konstrukce nekonct
vytvorenim jejiho modelu”.

2.1 Chaos

Realné systémy, ackoliv mnohdy docela jednoduché, se mohou chovat velmi
slozit¢. HENRI POINCARE jiZ v roce 1899 pii studiu deterministického modelu'
pohybu tfi gravitacné€ vazanych téles objevil druh pohybu, kterému dnes fikame de-
terministicky chaos. V souCasnosti JiZ s jistotou vime, Ze deterministicky chaos je
nejslozitéjSim moznym druhem chovéni deterministického systému [39].

Dnes je také zfejmé, Ze chovani opirajici se o pritomnost nelinearity v systému je
v prirodé spiSe pravidlem nez vyjimkou. Protoze ¢lovék se od svého “uvédoméni
si se” nech4va pifrodou inspirovat?, jisté miZe byt pfinosem zkouméani a vytvéaieni
systému tohoto druhu.

Je tfeba fici, ze chaotické chovani vzbuzuje zpravidla touhu po jeho odstranéni
1 potlaCeni. Nyni ov§em existuji 1 jiné pohledy, které chapou chaos jako zddouci
zpusob chovéni. Chaos ma totiz tyto kladné vlastnosti [39]:

e je ohrani¢enym chovanim (tj. nemusi zptisobit kolaps systému),

e vyznacuje se lepsi absorbci energie a hybnosti (neni nachylny k destabilizujicim
vliviim),

e je jistym zptisobem odolny vici rezonanci,

e je charakteristicky michanim (ztraci se v ném informace o historii).

'Deterministicky model je systém, ve kterém je kazdy stav pfesné urcen stavem predchizejicim. V deterministickém
modelu neuvaZujeme nejistoty ve znalosti vlastnosti prvki systému a jejich interakci.

2Zivy svét kolem nas je ziejmé velmi dobte fungujici optimalizacni proces, jehoZz vysledky stoji za to podrobné
zkoumat.



3 Cile prace

Cilem prace byla zejména aplikace novych poznatkt teorie nelinednich dynam-
ickych systémd, které maji vyznam pro sledovani a simulace mechanickych kon-
strukci.

V teoretické Casti této prace bylo cilem ukazat klasifikacni rdmec, ktery muze
slouzit pro identifikaci nelinearnich projevi mechanickych konstrukci. S timto
klasifikacnim ramcem souviseji zplisoby sledovani konstrukei (zejména jejich po-
hybu). Proto bylo cilem prace také predstavit metody pro sledovani a rozpoznavani
nelinearnich jeva.

Prakticka Cast se vénuje vybéru jednoduché mechanické konstrukce majici ne-
linearni odezvu. Cilem bylo také uzit, popr. vyvinout efektivni model této kon-
strukce a nalézt vhodné parametry pro experimentdlni srovnani. Provést experi-
ment a aplikovat popsané metody sledovani nelinedrnich jevii, vCetné verifikace
vybraného modelu.



4 Nelinearni jevy a nelinearni chovani

Obecné plati, Ze je obtizné (ne-li nemozné) vytvorit mechanickou konstrukci,
o které bychom mohli fici, Ze je jeji chovani linedrni. Toto tvrzeni lze obhd;jit
predevSim tim, Ze zname elementarni vlastnosti hmoty, ze které konstrukce tvorime.
Vime totiz, Ze libovolny materidl podléha ve své podstaté zakonitostem, které unika-
ji jednoduchému (natoz linearnimu) popisu. Oproti tomu lze vSak také obecné fici,
Ze je mozné vytvorit mechanickou konstrukci, ktera se bude, v pfedem zvoleném
rozsahu, chovat p7iblizné linearn¢.

Pfi projektovani a stavbé konstrukci existuje snaha co nejméné se odchylovat od
pozadavku jednoduché linearni odezvy konstrukci, zeyména s ohledem na bezpec-
nost a predvidatelnost chovani takové konstrukce. Pravé disledna predvidatelnost
je v soucCasnosti podminkou, kterd by méla byt pfi projektovani splnéna. Tato pod-
minka u nelinearnich systémua nemusi byt splnéna, jelikoz jim je vlastni:

e moznost nahlé zmény stavu pfi spojité zmeéné parametrt systému. Tuto ndhlou
zménu stavu nazveme nelinedrnim jevem,

e moznost vzniku nestabilniho chovdni, pti némz je predvidatelnost vyvoje sys-
tému silné omezena.

Moznost ndhlé zmény stavu a moznost vzniku chaotického chovéni patii k tzv.
generickym vlastnostem nelinearnich systémi. Tj. tyto fenomény nejsou zapticing-
ny né¢jakym vnéjSim nepoznanym faktorem, ale jsou vnitini vlastnosti determini-
stického systému.

Je tfeba si uvédomit zdsadni odlisnost dynamiky nelinearnich systémt od dy-
namiky linearnich systémt. Hlavnim rozdilem je bohatost projevi nelinedrnich
systém, kterd patii rovnéz k jejich generickym vlastnostem. Je zde patrny jisty
posun ve sloZitosti. Tato bohatost s sebou prindsi komplikace s identifikaci ne-
linearnich projevu, kterymi se zde také budeme zabyvat.

To jak odliSné je chapani pohybu v nelinedrnich dynamickych systémech je pa-
trno z nasledujicich vét: Mluvime-li zde o stavu dynamického systému, nemyslime
tim okamZity stav systému v daném Case, ale stav pohybu tohoto systému®. V ext-
rémnim pripadé je samotny staticky stav chidpén jako rovnovazny vysledek pohybu.

Mnohé z nelinedrnich projevli jsou natolik vyzna¢nou udalosti na konstrukci,
ze je lze povazovat za méritko vystiznosti modelu, kterym se snazime konstrukci
reprezentovat. Uvedme tedy nejbéznéjsi projevy se kterymi se miizeme setkat pfi
sledovani nelinearnich dynamickych systémad.

3Pojmy jsou zde vice svdzany s pohybem jako zdkladnim prvkem. Napiiklad staciondrnim stavem (tj. v Case ne-
proménnym) je myslen ustileny pohyb systému na jednoduché limitni mnoziné€ (periodicky pohyb ¢i staticky stav).



4.1 Bifurkace v dynamické aloze

Bifurkace jsou jednim z nejdiilezitéjSich projevli nelinearnich dynamickych sys-
tému. Dochazi k nim pfii plynulé zméné jejich parametri. UmozZiuji ndim posoudit
kvalitu modelu vzhledem k modelovanému objektu®. Bifurkaci je vice druhti a navic
provazeji vznik dalSich nelinedrnich projevi.

Bifurkace zaznamendvame zejména pomoci zmén staciondrnich stavli. Lze je
znazornit v tzv. bifurkacnim diagramu podobnym zptsobem jako bifurkace stat-
ického stavu (zdvislost stavu systému na fidicim parametru). Bifurkacni diagram
samotny bude vysvétlen v nasledujici kapitole, jako jedna z metod sledovani ne-
linearnich jevi. O bifurkaci vime, Ze ze samotné podstaty se systém vzdy v blizkosti
bifurkacniho bodu projevuje do jisté miry nestabilné.

4.1.1 Hopfova bifurkace

Hopfova bifurkace provazi zrod/zanik limitniho cyklu z limitniho bodu. Ilustraci
této bifurkace miZeme vidét na obr. 1.

Vyskyt Hopfovy bifurkace 1ze zjistit napt. u vzpéru idedlniho prutu. Méame-li
normalové tuhy prut zatiZeny normélovym periodickym zatiZzenim, pak pfi nizké
hodnoté zatiZeni bude stacionarnim stavem limitni bod odpovidajici pfimému tvaru
prutu. Dosdhneme-li urcité vyssi hladiny zatizeni (odpovidajici kritické sile), pak
jiz ptimy tvar nebude stabilni a dojde ke zrodu limitniho cyklu odpovidajicimu pokr-
itickému kmitani prutu.

—%
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Obr. 1: Zndzornéni Hopfovy bifurkace ve dvourozmérném fdazovém prostoru — zrodu limitniho cyklu

Z limitntho bodu. Osy 1 a xo jsou stavové proménné systému a treti osa reprezentuje zmeénu
parametru systému

4.1.2 Bifurkace zdvojenim periody

Tato bifurkace, jak jizZ jeji ndzev napovida, zpiisobi zdvojeni (tj. zdvojndsobeni)

4Modelovanym objektem miZe byt samotna konstrukce, jiny model, vysledek jiné uzité vypocetni metody ¢i dokonce
jen jina diskretizace.



periody limitni mnoziny. Pivodni mnoZina se nahle rozstépi (viz limitni cyklus
na obr. 2), priCemz “rozstépené Casti trajektorie” se od sebe rychle lokdlné vzdali.
Zdroj této bifurkace je tfeba spatfovat v narlstu nelinearity odezvy.

X3 X

)
S

\/\
Y

Obr. 2: Zndzornéni bifurkace zdvojeni periody limitniho cyklu v trojrozmérném fdazovém prostoru.
Vlevo — puvodnit limitni cyklus, vpravo — zdvojeny limitni cyklus

Poznamenejme, Ze zdvojit se mize i zdvojend limitni mnoZina (dojde k dalsi
bifurkaci). Takova nasledna zdvojeni limitni mnoZziny se mohou vyskytovat pravi-
delné. Mluvime pak o tzv. kaskddé bifurkaci.

4.1.3 Superkriticka vidlickova bifurkace

P11 této bifurkaci zanikd stacionarni stav pii soucasném vzniku dvou novych sta-
cionarnich stavii. Dojde-li u dynamického systému k této bifurkaci, pak systém
prejde na jeden ze dvou moznych stacionarnich stavii. Tento proces je ilustrovan na
obr. 3.

Obr. 3: Zndzornéni superkritické bifurkace v dvourozmérném fdazovém prostoru

U této bifurkace se vyznamné projevuje naruseni symetrie. Vlivem imperfekce
je jedna vétev zvyhodnéna a druha znevyhodnénd, jak je zndmo z problému vzpéru
prutu. Uloha vzpéru prutu je rovnéz vhodna pro ilustraci vyskytu této bifurkace .



M¢é&jme idedlni prut zatiZzeny ve vzpéru v ¢ase neproménnou silou. Necht je na
prutu také jiné, napt. harmonické zatiZeni, ptisobici pfi¢né (dochazi k ohybu prutu).
Situace na obr. 3, pak mize odpovidat dosazeni kritické hodnoty vzpérné sily (ktera
je v Case neproménnd). Tj. bude-li prut vzhledem k vzpérné sile v prekritickém
stavu, pak se ustali do jediného limitniho cyklu. Prekroci-li tato sila kritickou hod-
notu, pak dojde k vyboceni prutu s tim, Ze prut mize nadédle kmitat na jedné Ci
na druhé strané (v rovinném pripad¢) vlivem stdle ptisobiciho “malého” pficného
harmonického zatiZeni.

4.2 Vznik/zanik limitni mnoziny

Limitni mnoziny dynamickych systémi mohou vznikat ¢i zanikat pfi zménach
parametri®. Pi{¢iny a priibéh téchto katastrof mohou byt riizné. To co je spojuje
byva dramaticky nastup a pribéh takového déje. Dostava-li se systém k takovému
bodu, pak pochopitelné ztraci stabilitu. Presnost zmapovani okamziku vzniku/z4-
niku limitni mnoziny je dana predevsim velikosti skoku zmény klicového parametru.
Pricinou tohoto faktu je mnozstvi potencidlni/kinetické energie, kterd se uvolni pri
zméné tohoto parametru.

4.3 Chaotické chovani

Chaotické chovani deterministick€ho dynamického systému je rozhodné fenomé-
nem se zvlastnimi vlastnostmi. Sviij ndzev dostalo od slova, které vzdy symboli-
zovalo ne-fad, tj. nepfitomnost fddu. Zkoumanim chaotickych atraktord — tzv. po-
divnych limitnich mnoZin — Ize ovSem zjistit, Ze nepfitomnosti fadu tyto struktury
rozhodné netrpi, viz obr. 4. Naopak, forma usporadanosti chaotickych atraktort je
v jistém smyslu vys$si formou fadu, viz [30].

Chaotické chovani je nestabilnim pohybem v omezené oblasti fazového pros-
toru. Je charakteristické tim, zZe ptivodné blizké trajektorie se lokdln€ exponencidlné
rychle vzdaluji — tomuto efektu se fika strecing (natahovani). A zaroven globalné,
z hlediska rozméru atraktoru, ziistavaji stale ve své blizkosti — diky efektu s ndzvem
folding (prehybani). Vysledkem téchto dvou efekti je nekonecné zvrasnéna plocha,
po které se pohybuje nekonecna trajektorie, aniZ by se kdy protnula. Tento typ Casto
se vyskytujiciho chaotického chovéni je topologicky ekvivalentni tzv. pekarské
transformaci, viz napft. [19], kterd nazorné vystihuje jeho povahu.

Protoze je chaotické chovani nestabilni, tak nelze jednoduchym zptisobem rozho-
dovat o stabilité numerickych metod pro feSeni odpovidajiciho dynamického systé-
mu. Libovolné mald zména jakéhokoliv vstupu (pocatecni podminky, metoda feSeni,
zpusob reprezentace Cisel, atd.) nevyhnutelné vede k odliSnym vysledkim. Pokud
chceme posoudit stabilitu feSeni pii chaotickém pohybu, je tfeba sledovat strukturu

>Vznikem ¢i zanikem limitn{ mnoZiny zde neni myslena zména jejiho charakteru bifurkaci.



Obr. 4: Rez chaotickym atraktorem, ktery je produktem silné nelinedrniho dynamického systému se
tremi stavovymi proménnymi

samotného atraktoru. Neméni-li se jeho struktura pti zméné vstupt, pak lze usuzo-
vat na stabilitu feSeni.

Skutecnost praktické neopakovatelnosti a nepredvidatelnosti trajektorie pii po-
hybu na chaotickém atraktoru vede k algoritmickym obtizim s jeho identifikaci. Ex-
istuji ptipady, kdy je v sou€asnosti jedinym spolehlivym identifikaénim prostiedkem
pouze lidsky mozek, viz napft. [26].
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5 Zvolené metody zpracovani

V predchdzejicich kapitolach jsme uvedli rtizné nelinedrni projevy, ke kterym
muze dochdzet pri vyvoji stavu mechanickych konstrukci. Zndme nyni podstatu
nékterych jevi, ale mohou ndm chybét uc¢inné metody jejich sledovani. Tato kapi-
tola se vénuje pouzivanym metodam zobrazovani stavu a vyvoje systémil zaloZenych
vétSinou na pouZziti fizového prostoru.

Resime-li dynamicky model redlné konstrukce, pak mame &asto k dispozici velmi
mnoho udaji vyjadiujici stav systému v ¢ase. Model ma zpravidla mnoho stavovych
proménnych (dle poctu stupniii volnosti), aby dobfe vystihoval chovani dané kon-
strukce. Vime, Ze pocCet stavovych proménnych nam urCuje dimenzi fazového pros-
toru. Tento fakt ¢ini pfimé zobrazeni trajektorie obtiznym, vzhledem k tomu, ze
jsme schopni vnimat jen tfi prostorové dimenze. Prvnim problémem je tedy zo-
brazeni ve vicerozmérném fazovém prostoru.

Vyviji-li se dynamicky systém v Case, pak Casto dochdzi k hustému zaplnéni
oblasti fadzového prostoru trajektorii. T&zZko pak zjisfujeme, co se s nim stalo.
Problémem druhym je proto rozpoznéni stavu a zmény stavu systému.

Treti problém je spravna interpretace vysledkl experimentu ¢i numerického vy-
poctu. Protoze napiiklad z podstaty nelinearity systému vime, ze mlze mit vice
limitnich mnoZin pfi stejné konfiguraci systému. Dale také miize byt obtizné odlisit
chaotické chovani od pfechodového stavu, apod.

Z popsanych potizi je vidét komplexnost poznavani systému. Situaci ndm jisté
zjednodusi zaméfeni se na dil¢i Casti. Z hlediska toho jaké informace chceme
o systému ziskat, miZeme provést nasledujici rozdéleni (fazeno podle naro¢nosti):

e sledovani systému pro jeho jedinou konfiguraci — zavislost chovani systému na
pocate¢nich podminkéch,

e vyvoj ustdlenych stavll systému pii zméné parametrti — hledani bifurkaci, chao-
tického chovani, atd.,

e sledovani prechodovych déji — ustalovani systému, stabilita ustadlenych stavi,
apod.

Jiz jsme uvedli, Ze vétSina ucinnych metod sledovani systému uziva prostor vSech
moZnych stavi systému, kde se jeho vyvoj zobrazuje jako spojitd parametrickd
kfivka — trajektorie. Vyhodou tohoto pfistupu je, Ze se chovani systému v tomto
prostoru podoba béznym zkuSenostem. Dochazi-li k ustalovani systému, pak se tra-
jektorie ve fazovém prostoru usadi” v urcité jeho Casti — limitni mnoziné, coz se
Casto velmi podobd misce, v niz krouZzi kulicka. Je-li tato miska slozita, 1ze oCekavat
slozity pohyb kuli¢ky — chaotické chovani. Dostane-li kulicka pfili§ mnoho energie,
muze z misky “vyskocit” a skoncit v jiné misce, apod.
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5.1 Projekce trajektorie

Projekce trajektorie je prvni ze zakladnich zobrazovacich prostfedki pro snizeni
poctu dimenzi. Poznamenejme, Ze projekce je nas prirozeny nastroj vnimani, jinak
bychom byli doslova “zaplaveni” mnoZstvim informaci.

Méjme n-dimenziondlni dynamicky systém, jehoZ trajektorii x(¢) chceme zo-
brazit na dvoudimenziondlni plochu. Pak postacuje vybrat dvé stavové proménné,
napi. x; a x;, které budou reprezentovany dvéma osami zobrazovaci plochy. Defin-
ujme projekci trajektorie X():

z;(t)
kterou vyneseme do zobrazovaci plochy. Vybirdme zpravidla takové stavové pro-
ménné, které maji nejvétsi vyznam. Napiiklad pfi ohybovém kmitani prosté uloze-
ného nosniku vybereme pficnou vychylku stfedu prutu a rychlost této vychylky.

V pripadé harmonické odezvy nosniku pak bude projekci trajektorie elipsa, viz
obr. 5.

%(t) = [xi(t) ] kde 4,5 € 1,2,...,n, (1)

Obr. 5: Zndzornéni trojice projekci ustdleného harmonického kmitdni — jednoduchého limitniho
cyklu, kde x je vychylka, & je rychlost vychylky a 0 je fazovy iihel harmonické sily F'(t) = A sin 0

5.1.1 Projekce kmitani

V této praci budeme uzivat projekci zvlast vhodnou pro ohybové kmiténi jednodu-
ché rovinné konstrukce s vice stupni volnosti, ale jedinym dynamickym zatiZenim
— harmonickou silou nebo harmonickym zrychlenim.
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V prvé tfadé provedeme projekci tohoto systému takovou, Ze vybereme pouze
jediny bod na konstrukci a jediny smér jeho pohybu. Polohu vybraného bodu
ve vybraném sméru oznac¢ime x(t) a rychlost zmény této polohy #(¢). Tim jsme
odstranili vSechny ostatni polohové stavové proménné. JelikoZ je na konstrukci
harmonické zatiZeni, tak tieti stavovou proménnou bude fazovy tihel harmonického
zatizeni 6(t), pro ktery bude platit:

O(t) = Ut + 0, (2)
kde €} je dhlova frekvence harmonického zatiZeni a 6 je pocate¢ni podminka pro
fazovy dhel 6. Obecné harmonické zatiZen{ z(¢) pak miZeme psat ve tvaru:

2(t) = A sind, (3)

kde A je amplituda zatizeni. Vysledek projekce pifi harmonickém ustidleném po-
hybu byl jiz vidét na obrazku 5 pod oznaenim X(t), pticemz lze uzit dalsi projekci
oznacenou X (t) pro zobrazeni do roviny. Tato projekce je vhodnd zejména proto,
7Ze je zde mozné velmi zfetelné a rychle odliSit zmény v chovani systému.
Vsiméme si, Ze stavova proménnd 6 je tzv. cyklickd souradnice. Reprezentuje
totiz fazovy thel. Vypocet fazového uhlu f tedy mizeme upravit tak, Ze bude platit
0 € (0, 27). Tato ivaha je dobfe ilustrovatelna geometrickou transformaci na obr. 6.

Obr. 6: Transformace kartézského souradného systému (vpravo) do vdlcového souradného systému
(vlevo) vystihujici cyklickou povahu stavové proménné 6

5.2 Poincarého mapa

Poincarého mapa je druhy z nastrojii pro sniZeni poctu dimenzi zobrazeni tra-
jektorie systému. ZjednodusSené je Poincarého mapa fezem trajektorie ve fazovém
prostoru vybranou nadplochou.
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Nejcastéji se provadi fez rovinou kolmou na vybranou stavovou proménnou,
feknéme x,. Rovnice fezné roviny tak miZe byt ve tvaru x,, = a, kde a je prisecik
fezné roviny s osou stavové proménné x,,. Poincarého mapa trajektorie x(¢) je pak
mnoZina vSech bodi této trajektorie, pro které plati x, = a.

Pro vizualizaci n-dimenziondlni Poincarého mapy lze uzit projektivni zobrazeni
popsané v predchozi kapitole .

5.2.1 Mapa prvniho navratu

Uvazovat Poincarého mapu jen jako fez trajektorii je z hlediska jejitho vyznamu
nedostate¢né. Poincarého mapa je totiZ v teorii dynamickych systémil chdpana
jako specialni zobrazeni, které danému bodu rfezu trajektorie prifadi nasledujici bod
fezu trajektorie. Z definice dynamického systému vyplyva, Ze je toto zobrazeni
jednoznacné. Téchto vlastnosti Poincarého map se uziva pii podrobnéjsi analyze
vicerozmérnych systému.

5.2.2 Projekce kmitani

Vrafme se ke konkrétni projekci trajektorie systému popsané v piedchozi kapi-
tole . Pro kmitajici konstrukci, za vySe danych predpokladii, je vhodné vést fez
trajektorie rovinou 6 = 0. Tento fez je ilustrovan na obrazku 7.

Obr. 7: Ilustrace vytvdreni Poincarého mapy reznou rovinou 6 = 0

Na obr. 7 je vidét provedeni fezu jednoduchym limitnim cyklem rovinou 6§ = 0.
Vidime také, Ze jednoduchy limitni cyklus bude mit v takové Poincarého mapé
pouze jediny bod. Kazdé zmnoZeni bodl ¢i nahld zména jejich polohy, jasné sig-
nalizuje nelinearni jev.
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5.2.3 Identifikace limitni mnoziny

Jelikoz je Poincarého mapa rovinnym fezem trajektorie, nedochazi na ni pfi pro-
jekei k prekryvani Casti trajektorie, jak je tomu u projekce trajektorie. Diky této
vlastnosti se dobre hodi k identifikaci limitni mnoziny. V tabulce 1 jsou zobrazeny
charakteristické Poincarého mapy limitnich mnozin.

Limitni cyklus Kvaziperiodicka mnoZina Chaoticky atraktor

omezené mnozstvi bodd neomezené mnoZstvi bodi neomezené mnoZstvi boda
(zde Ctyfbodovy — dvakrit tvofici kompaktni oblasti vypliujici ¢lenité, zpravidla
zdvojeny limitni cyklus) nekompaktni oblasti

Tab. 1: Poincarého mapy riznych druhu limitnich mnoZin

5.3 Bifurkacni diagram

Tento nastroj slouZzi pro zobrazeni a identifikaci zmén chovani dynamického sys-
tému pri zméné jeho konfigurace (zméné jeho parametr). Pro jeho konstrukci se
vyuziva Poincarého mapa. Lze fici, Ze bifurkacni diagram je geometricky uspora-
dand mnozina (graf) Poincarého map pro rizné (spojité¢ se ménici) parametry sys-
tému.

Bifurka¢ni diagram lze konstruovat za rtiznych podminek:

e pro kazdou zménu parametri startuje novy systém se stale stejnymi pocatecnimi
podminkami,

e pohybujici se systém je podroben malé zméné parametru, aniZ by byl znovu
spoustén (tj. provedeni zmény parametrd ”za chodu”),

e systém je pro kazdou zménu parametrti spustén mnohokrat s riznymi (zpravidla
nahodné generovanymi) pocateCnimi podminkami.

5.3.1 Ustalené chovani

Nejcastéji pouzivanym je bifurkacni diagram ustileného chovani. Zobrazeni
Poincarého mapy cel€ trajektorie by totiZ bylo na tkor prehlednosti diagramu. V bi-
furka¢nim diagramu ustdleného chovani tak mizeme byt piimo svédky bifurkaci
limitnich cykld, kaskad bifurkaci, nahlych zmén stavu ¢i vzniku a rozvoje chaotic-
kého chovani, viz obrazky 1, 2, 3.
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Pozadavek ustdleni systému pro konstrukci Poincarého mapy v sobé skryva urcité
komplikace. Hlubsi Givahou zjistime, Ze vzhledem k existenci chaotického chovani
a nestabilni pfechodové oblasti neni snadné rozhodnout, zdali jizZ doSlo k ustaleni
systému. Tento problém je obzvlasté zdvazny u kmitani realnych konstrukci, kde se
nevyhneme téZko poznatelnym vliviim na chovani konstrukce.

Problém ustaleni 1ze nejjednoduse;ji fesit nastavenou, dostatecné dlouhou dobou,
po kterou se systém ustaluje. Slovnim spojenim “dostate¢né dlouhd doba” myslime
takovy Casovy interval, jehoZ prodlouZeni neovlivni vyznamné tvar bifurka¢niho
diagramu. Jedna se tedy o ovéfeni konvergence. LepSich vysledki (sniZeni ¢asové
naro¢nosti) muzeme dosahnout uzitim vhodného ukazatele ustaleni. Témito ukaza-
teli mohou byt napiiklad tzv. agregované atributy systému, viz [26].

5.4 Specialni model konzoly

Pro simulaci ohybového kmitani Stithlého konzolového nosniku byl vytvoren mo-
del, jako zvlastni ptipad aplikace metody tuhych fyzickych konecnych prvkii [16].
Dtlivodem uziti tohoto modelu je jeho jednoduchost a zejména nenarocnost na dobu
vypoCtu. Minimélni vypocetni Cas je pfimo umérny nejvyssi frekvenci, kterou
bude model ¢i jeho prvek kmitat. V pripadé modelu Stihl€ého nosniku z oceli jsou
nejvyssi frekvence dosahovany pii normalovém kmitani (kmitani pruznych prvki
nahrazujicich normalovou tuhost). Normalové kmitani ma nicméné maly vliv na
globdlni chovani nosniku kmitajiciho pfevazné ptficné. Proto se nabizi moznost
vytvorit model normdlové tuhy a omezit tak vznik vySSich frekvenci.

Obr. 8: Konzolovy nosnik a jeho model

Konzolovy nosnik konstantniho prafezu o hmotnosti m,, délky /. a ohybové tuhosti
FE'I, nahradime zvolenym poctem stejné dlouhych tuhych dilct vzdjemné spojenych
klouby s linearnimi rotaCnimi pruZinami (predpokladejme linearné pruzny material),
viz obr. 8. Pohybové rovnice, jejichz odvozeni je v dizertacni praci uvedeno, 1ze
zapsat ve maticovém tvaru:
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d
Maw:QwQ—Kgo—CerFJrA,

d
dt?
kde M je matice momentd setrvacnosti, K je matice tuhosti, C je matice utlumu,
F je vektor zatiZeni silou na volném konci prutu, A je vektor zatiZzeni zrychlenim,
w, @ jsou vektory stavovych proménnych systému — w jsou thlové rychlosti dilct
a  jsou pootoceni dilcd. Vyrazem w? je myslen vektor druhych mocnin dhlovych
rychlosti.
Matice M je symetrickd a predstavuje momenty setrvacnosti dilct. Plati pro ni:

4

= W.

[ 3(2(n —2) +1) 3(2(n —3) + 1) 3 7]
2B -1 +1) cos(p2 — ¢1) cos(p3 — ¢1) T cos(pn — 1)
. 3(2(n —3) + 1) 3
1 28 =D+ s —pa) T cos(on — 93)
S ) 3
M= gml w09 ity | O
symetrie
b 2 —

Blizsi pohled na matici M odhali, Ze pii malych posunutich (tj. malych hodnotach
pootoceni dilct ) bude priblizné konstantni — coz odpovida linearnimu feSeni (mo-
menty setrvacnosti dilcii nejsou zavislé na jejich pootoceni).

Jind situace je u matice Q, kterd je antisymetrickd s nulami na diagondle, jejizZ
vyznam roste s ristem posunuti. Lze ji vyjadfit vztahem:

(2(n—2)+1) (2(n—3)+1) .
0 sin(ip2 — 1) sin(ps — ©1) sin(en = ¢1)
—(2(n—2)+1) 2(n-3)+1) .
3 sin(gp2 — ©1) 0 sin(ps — @2) sin(pn — @2)
2
= — —(@2(n-3)+1) —(2(n-3)+1) ;
Q 6 m Sin(rfpcs — 1) sin(¢s — ¢2) 0 sin(en — ¢3) (6)
| —sin(en — 1) —sin(pn — ¢2) —sin(en — ¢s) 0 |

Vsiméme si, Ze pfi malych posunutich maji Cleny této matice témét nulové hodnoty.
Z toho ziejmé vyplyva4, Ze se tato matice v linedrnim feSeni nevyskytuje.
Pro matici tuhosti K plati:

3 -1
-1 2 -1

-1 2 7
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Matice C je matici utlumu. Je-li tato matice konstantni, pak se jednd ziejmé
o jednu z nejjednodussich aproximaci tlumeni — dtlum linearné zavisly na rychlosti
posunuti.

S pomoci experimentt, o kterych bude fe¢ v nasledujici kapitole , bylo zjisténo,
Ze chovani redlné konstrukce dobfe vystihuje matice dtlumu ve tvaru:

1+ca\w1\

1+ c,lw 0
C=cm oo .

(8)
1+ cq|wn|

kde c je globdlni koeficient Gtlumu a ¢, je bezrozmérny kvadraticky koeficient up-
latiiujici se zejména pii velmi velkych posunutich (souvisi zfejmé s odporem vz-
duchu, ktery je zavisly na druhé mocniné rychlosti).

Vektor F' reprezentuje ohybové momenty sily F'. Plati:

COSs (1 sin g
ponr| 0| p| e ] g
COS Oy, sin

kde F je slozka sily F ve sméru osy x (osa nepfetvofen¢ho prutu) a F, je slozka
sily F ve sméru osy y (osa kolma na osu nepretvoreného prutu v rovin€ ohybu).
Pro vektor momenti setrvaénych sil A plati:

(Mm + ma) cos @1 ((2(7L*21)+1) m+ mu) sin o1
A =a, l (M'm + ma> cos 3 - a/y l (M"" + ma) sin o , (10)
(%m-&-’rﬁa) COS @n (%m-ﬁ-ma) sin ¢y,

kde a, je slozka zrychleni a ve sméru osy x (osa nepretvoreného prutu) a a, je
slozka zrychleni a ve sméru osy y (osa kolma na osu neptetvorené¢ho prutu).

5.5 Experiment

Pro experimentélni vyzkum byla po naro¢ném rozhodovéani (viz dizertani prace)
vybréna dloha dynamického vzpéru velmi Stihlého ocelového konzolového nosniku.
Svisle orientovany prut konstantniho prifezu, pevné vetknuty svym dolnim koncem
(viz obr. 9), je podroben vertikdlnimu zrychleni.

Vybrana ocel je material, ktery se chova pruzné v dostatecné velkém rozsahu.
Pritom, uZije-li se Stihly nosnik z této oceli, miZe dochazet k velkym posunutim
pfi malych pietvorenich®, coZ zajisti setrvani materidlu v linedrn& pruzné oblasti
pusobeni.

¢ Posunutim mame na mysli zménu polohy bodd konstrukce (posun, pootoceni). Pretvoieni zde zastupuje relativni
zménu vzdalenosti dvou blizkych bodd materialu.
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Zdrojem nelinerity odezvy konstrukce jsou pravé velkd posunuti a obzvl4st pokr-
itické ptsobeni pfi vzpéru prutu (existuji dva statické stavy). Z hlediska stability
primého tvaru prutu je rozhodujici pro dosazeni kritického stavu vertikalni zrychleni
(). ve statickém stavu nejjednoduseji gravitace).

N

Obr. 9: Zndzornéni vybrané iilohy pro experimentdlni vyzkum: Svisly vzpirany vetknuty prut v pokr-
itickém stavu

5.5.1 Dynamické zatézovani

Pro dynamické zatéZovani konstrukce bylo zvoleno vertikalni harmonické pre-
misténi bodu vetknuti prutu. Dle principu ekvivalence 1ze zrychleni vyvolané pre-
misténim chapat jako zménu intenzity gravitacniho pole, cehoz je vyuZzito v numer-
ickém modelu ulohy.

Z hlediska realizace je ovSem vytvoreni harmonického pohybu v pfimce obtiZné.
Jednim z moZnych feSeni, které také bylo uzito, je umisténi prutu na pohyblivém
konci pistu hydraulického zafizeni, viz obr. 10. Pist, zvedany hydraulickym zatize-
nim ¥{zenym po&itatem, kond harmonicky pohyb’ s danou dhlovou frekvenci
a s danou amplitudou posunuti Ag;,. T€mito dvéma nastavitelnymi parametry je
urcovana amplituda zrychleni pistu A,...; dle vztahu®:

Aaccel = Adz’spl QQ- (1 1)

Z tohoto vztahu vyplyva, Ze pro dosazeni dostateCné velkého zrychleni (vzh-
ledem ke gravitaci) je potfeba bud vysoké frekvence pistu nebo velké amplitudy
posunuti pistu. Oba sméry zvySovani amplitudy zrychleni ovSem narazeji na realna
omezeni.

"Poznamenejme, Ze redlnd zafizeni dosahuji harmonického pohybu vzdy v urCitém pfiblizeni. V piipadé hy-
draulického zafizeni se presnost harmonického pohybu snizuje se vzristajici frekvenci.
8Vztah je odvozen z pohybové rovnice pistu za pfedpokladu jeho harmonického pohybu.
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i pist

hydraulicky valec

Obr. 10: Experimentdlni sestava pro dynamické zatéZovdani

5.5.2 Konfigurace

Numerické simulace experimentu ukdzaly, Ze na nelinedrni jevy bohata oblast
v konfiguraénim prostoru (prostor parametrti systému) je pomérn¢ tizka. Vysledkem
provedenych simulaci a hledani (v€éetné méfeni vlastnosti) vhodného prutu je nasle-
dujici konfigurace parametra prutu z oceli:

e délka prutu /. = 30 centimetru,

e hmotnost prutu m,. = 9.03 gramd,

e ohybova tuhost prutu £7 = 0.0053 Pa.m?,

e pridand hmota na konec prutu m, = 13.54 g.

Redlnym experimentdlnim zatéZovacim zafizenim byla t€zka hydraulicka zatézovaci
souprava (zkonstruovana pro dynamické zatézovani velkych stavebnich objekti),
kterou vlastni partnerskd univerzita Bauhaus-Universitit Weimar v Némecku. Kon-
figurace parametrd této soupravy je nasledujici:

e zvolend frekvence pistu (dle parametri prutu) fi,.qs = 0.5 Hz (tj. dhlova frekven-
ce Qipaa = 3.1416 rad.s ™),

e maximélni amplituda posunuti pistu Ag;s, = 10 cm (j. maximalni amplituda
zrychleni A,..e; = 0.987 m.s? pii zvolené frekvenci pistu fi,uq.

5.5.3 Méreni vlastnosti utlumu

vvvvvv

studovaného systému. Zjisténi vlastnosti utlumu a jeho reprezentace v numerickém
modelu se zakladalo na vystizeni disledka tlumicich jevl na chovani systému.
Pro tento ucel byl proveden oddéleny dynamicky experiment, jenZ byl zaméien
na méfeni amplitud pri€né vychylky prutu pfi volném kmitani. Volné kmitani bylo
zapocato udélenou pocatecni deformaci prutu (orientovaného ve vertikalni pozici)
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takovou, aby pfibliZzné odpovidala stavu prutu pti kmitdni v oblasti velkych posu-
nuti.

S podporou numerickych vypocti bylo zjisténo, Ze linedrni Gtlum je nevyhovujici.
Obalka amplitud pfi volném kmitani se totiz vyrazné odchylovala od exponencidly.
Tento problém vyfeSilo rozsifeni funkce utlumu na polynom druhého stupné, prida-
nim kvadratického ¢lenu: tlumici moment 7'(w) = cw(1 + ¢, |w|), viz vztah (8).
Koeficienty polynomu byly stanoveny:

e koeficient utlumu ¢ = 0.002 Nm-s-kg_l,

e kvadraticky koeficient ¢, = 1.00 (bezrozmérny).

5.5.4 Dynamicky experiment

Zvolena uloha je z technického hlediska velmi jednoducha. Diky tomu byly dy-
namické experimenty s redlnou konstrukci mnohokréat opakovéany. Ziskaly se tak
bohaté zkuSenosti s odezvou konstrukce na zvolené pocitecni podminky a zvolené
parametry zatéZovani. Z experimenti byla patrna nestabilni pfechodova oblast
pohybu konstrukce — pro “’stejné” podminky dochazelo k ustalovani pohybu kon-
strukce za riizné dlouhou dobu a riznym zptisobem. VSe nasvédCovalo tomu, Ze se
systém chova sloZité.

Provadéni experimentli bylo znesnadnéno tim, Ze zatéZovaci souprava nebyla
konstruovana pro zménu parametri béhem zatézZovani. Zména aplitudy posunuti
pistu tedy byla provedena az po zastaveni a opétovném spusténi zatéZovani.

Pro méfeni posunuti prutu slouzily dvé videokamery, primyslova Cernobila se
snimaci frekvenci 10 Hz s rozliSenim 1291 x 1029 pixelii a komercni barevna SONY
DCR se snimaci frekvenci 25 Hz s rozliSenim 720x 576 pixeli. Zaznam z primyslové
kamery byl vyhodnocovan specidlnim geodetickym softwarem. Pro analyzu zaznamu
z komerc¢ni kamery byl uzit autorem vyvinuty program.

Vyhodou tohoto experimentu byla snadnd vizudlni identifikace stavu pohybu
konstrukce. Dominantni limitni cykly Slo jednodusSe rozpoznat. Tento fakt a naroc-
nost zisk4ni dat’ z méfeni videokamerami zpisobil, Ze se organizovéni experimentu
podfizovalo informacim ziskanym vizualnim pozorovanim.

Na obr. 11 a 12 jsou zobrazeny ziskané bifurkacni diagramy: bifurkacni diagram
z numerické simulace — obr. 11 a schematicky bifurkacni diagram z experimentu
— obr. 12. Pro kazdou zménu fidiciho parametru (amplituda posunuti Ag;,) star-
toval systém ze stabilniho statického stavu na strané imperfekce a ustaloval se 300
sekund.

Z bifurka¢niho diagramu je patrno, Ze se sledovany systém chova slozité. Tento
zavér lze ucinit z pfitomnosti raného nestabilnicho chovani (mnoho zdanlivé neus-
poradanych bodi), nepfitomnosti kaskady bifurkaci a soucasné existence vice lim-

*Ttiminutové méreni videokamerou — bézna doba zatézovaziho cyklu — odpovida analyzovani vice neZ 10 GB nekom-
primovanych dat. Vybaveni k analyze v redlném Case bohuzel nebylo k dispozici.
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Obr. 11: Bifurkacni diagram ziskany numerickym vypoctem — pro kaZdou hodnotu parametru novy
start systému
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Obr. 12: Schematicky bifurkacni diagram ziskany z experimentu — pro kaZdou hodnotu parametru
novy start systému

itnich mnoZzin. PfiCinou je zfejmé pokriticky stav prutu, ktery uz od pocatku vnesl
do systému velmi silnou nelinearitu.

Srovnani bifurkacnich diagraml z numerické simulace a z experimentu ukazuje
realnost a zachytitelnost chaotického chovani. V tomto smyslu se vybrana kon-
strukce dobre osvédcila.
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Z videozaznamu kmitani konstrukce byly obrazovou analyzou ziskdny zejména
Casové tady pricné vychylky y volného konce prutu. Pro vykresleni projekci lim-
itnich cykll bylo ovSem zapotiebi znat také Casové rady rychlosti piicné vychylky 7.
Pro jejich ziskani byl vytvoren program, jenz odhaduje derivace Casové rady pricné
vychylky lokalni — “klouzavou” aproximaci. Pro tuto aproximaci byl uzit poly-
nom druhého stupné, jimZ se aproximovalo alternativn€ 7 po sobé jdoucich bodi
ze zaznamu s frekvenci 10 Hz a 9 bodil ze zdznamu s frekvenci 25 Hz (odpovida
jednotlivym videokameram).

Na obr. 13 je srovndni limitniho cyklu s trojndsobnou periodou (napt. Ag;sp = 70
mm) z experimentu a numerické simulace. Ze srovnani je rovnéz patrna dobra shoda
simulace a experimentu.

Experiment Simulace
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0.1 4 0.1 4
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-0.25 T T T 1 -0.25 T T T 1
-0.5 -0.25 0 0.25 = 0.5 -0.5 -0.25 0 0.25 = 0.5
Y [m/s] Y [m/s]

(a) SONY kamera 25 Hz (b)

Obr. 13: Srovndni projekce titbodového limitniho cyklu Agispy = 65 mm ziskaného z experimentu
a numerické simulace
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6 Hlavni vysledky prace

Tato prace vznikla v rdmci vyzkumného zaméru MSM 261100009: “Netradicni

metody studia komplexnich a neurcitych systému”, ktery patii k vyznamnym védec-
ko-vyzkumnym aktivitim na VUT v Brn€ od roku 1998. Piinosy této prace lze
shrnout do nasledujicich bodd:

24

e aplikace modernich teorii nelinedrnich dynamickych systémt v oblasti mecha-

niky konstrukci,

ukdzany klasifikacni postupy a metody pro zarazeni nelinedrnich jevi pii vyvoji
konstrukci,

nalezena jednoducha konstrukce s vyraznymi nelinearnimi projevy pii uziti
béZznych materiald,
navrzeny a UspésSné vyzkouSeny experimentalni postupy stanoveni potfebnych

fyzikdlné-mechanickych charakteristik zvolené konstrukce,

zjiStény vlastnosti utlumu vybrané konstrukce a nalezena jeho vystizna aproxi-
mace,

vytvoren efektivni model zvolené konstrukce vhodny pro simulaci jejiho cho-
vani,
uspésné proveden narocny experiment vcetné verifikace vytvoreného modelu,

nalezeny tfi vyrazné limitni cykly s odpovidajicim vyskytem v experimentu
1 numerické simulaci,

potvrzena moznost vzniku chaotického chovéni, jehoZz ptfitomnost byla predpo-
vézena numerickymi simulacemi.



7 Zavér

Predkladand prace byla zaméfena na aplikaci nejnovéjSich poznatkl o vlastnos-
tech a moZzném chovani Siroké tfidy dynamickych systémd, zejména vSak modeli
mechanickych konstrukci. Bylo prokazano, zZe nelinearni projevy (napf. zdvo-
jeni periody limitniho cyklu ¢i chaotické chovani) systému, jenZ mize popiso-
vat jednoduchou Stihlou konstrukci, jsou umoznény vnitfnimi vlastnostmi tohoto
systému a nejsou zpusobeny napi. nepopsanymi vnéjsimi vlivy, jak se dfive pred-
pokladalo.

V 1vodu prace byly prehledné rozdéleny nelinearni projevy deterministickych
systémi, tak jak jsou v soucasnosti znamy, v¢etné vhodnych metod pro jejich sle-
dovani a rozpoznavani. Bylo konstatovano, ze klasické analytické nastroje, jako
je napt. spektrdlni analyza, jsou pro silné nelinedrni systémy nevhodné (nedokazi
rozliSit Sum a chaos).

Pro ovéfeni reality poznatkil ziskanych diky numerickému modelovani systému
na pocitaci byl naplanovén a proveden z hlediska poZadovanych vlastnosti naro¢ny
dynamicky experiment s pruznou Stihlou konstrukci, kterd dosahovala velkych pre-
misténi. Planovani tohoto experimentu a analyza ziskanych dat tzce souvisela se
specidlnim numerickym modelem konstrukce, vytvofenym pro tyto ucely. Tento
model byl v praci detailné€ popséan a odvozen.

Srovnani vysledkll experimentu a numerickych simulaci tvofi nejvyznamnéjsi
Cast této prace. Navzdory sloZitosti chovani systému bylo dosazeno dobré shody
odezvy redlné konstrukce a jejitho numerického modelu, coZ je dokumentovano
zejména srovnanim bifurkacnich diagrami a vyznaénych limitnich cykli.
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Odborné zaméreni

Statickd a dynamicka stabilita Stihlych konstrukci. Netradicni pfistupy, aplikace
teorie dynamickych systému a teorie chaosu pro analyzu konstrukci. Vytvareni
modelt konstrukci a numerickych metod vcetné jejich programové implementace.
Vyvoj numerickych metod pro méteni fraktalni dimenze.
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